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AVERTISSEMENT 



En rédigeant ces Leçons de Géométrie, îe n'ai pas perdu de 
vue le rôle tout spécial que joue cette science dans 
l'ensemble dss Mathématiques élémentaires. 

Placée à l'entrée de l'enseignement mathématique, elle 
est, en effet, la. forme la plus simple et la plus accessible du 
raisonnement. La portée des méthodes, leur fécondité y 
sont plus immédiatement tangibles que celles des tliéories 
relativement abstraites de l'Arithmétique ou de l'Algèbre. 
Par là, elle se montre capable d'exercer, sur l'activité de 
l'esprit, une influence indéniable. J'ai cherché, avant tout, à 
développer cette influence en éveillant et en secondant le 
plus possible l'initiative de l'étudiant. 

C'est ainsi qu'il m'a paru nécessaire de multiplier les 
exercices autant que le comportait le cadre de l'ouvrage. 
Cette nécessité a été, pour ainsi dire, la seule règle qui 
m'ait guidé dans cette partie de mon travail. J'ai cru devoir 
proposer des questions de difficulté très différente et 
gi-adueliement croissante : tandis que les exercices p lacés 
à la fin de chaque chapitre, surtout les premiers d'entre eux, 
sont très simples, ceux que j'ai insérés après chaque livre 
sont d'une solution moins immédiate; enfin j'ai rejeté à la 
fin du volume des énoncés de problèmes relativement 
difficiles. Certaines questions sont empruntées à des 
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théories importantes — citons parmi celles-là celles qui 
sont relatives à l'inversion et aux systèmes de cercles, et 
dont beaucoup proviennent du mémoire Sur les relations 
entre les groupes de points, de cercles et de sphères dans le plan 
et dans l'espace, de M. Darboux(i) — ; d'autres, au contraire, 
n'ont d'autre prétention que de rompre l'esprit à la pratique 
du raisonnement. Je n'ai pas été moins éclectique dans le 
choix des sources auxquelles j'ai puisé : à côté des exercices 
classiques qui se présentent comme les applications les 
plus immédiates de la théorie et qu'on serait presque étonné 
de ne pas rencontrer dans ce traité, on en trouvera qui sont 
empruntés à divers auteurs et à divers recueils périodiques 
français ou étrangers, et aussi un assez grand nombre qui 
sont originaux. 

D'autre part, j'ai inséré à la fin de l'ouvrage une note 
dans laquelle j'ai voulu résumer les premiers principes de 
la méthode mathématique : principes dont les commençants 
devraient être pénétrés dès la première année d'ensei- 
gnement et que, cependant, l'on voit trop souvent méconnus 
par les élèves même de nos écoles supérieures. La forme 
dogmatique que j'ai du adopter n'est pas, il faut l'avouer, 
celle qui convient le mieux dans l'espèce ; un tel sujet doit 
s'enseigner par une sorte de dialogue dans lequel chaque 
règle intervient au moment même où sa nécessité apparaît. 
J'ai cru, malgré tout, devoir tenter cette exposition, espérant 
trouver le lecteur indulgent à ce qu'elle présentera de 
forcément imparfait. Puisse cet essai, tel qu'il est, rendre 
quelques services et contribuer à faire pénétrer dans l'en- 
seignement des idées sur l'importance desquelles on ne 
doit point se lasser d'insister. 

Les autres notes placées également à la fin du volume , 
ont un caractère plus spécial . La note B traite du Postulatum 

(I) Annales scientifiques de l'Éeole normale supérieure, 3°" sériR, t, 1, ISTS, — 
L'exercice 401 (oonetruction des cercles langents) m'a été communiqué par 
M. Gérard, professeur au lycée Ampère, 
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d'Euclide. Les idées des géomètres modernes sur cette 
question ont pris une forme assez claire et assez définitive 
pour qu'il soit possible et utile d'en donner vm aperçu, 
même dans un ouvrage élémentaire. 

La note C est relative au problème des cercles tangents. 
Ainsi que l'a signalé M. Kœnîgs (i), la solution connue de 
Gergonne, même complétée parla synthèse que son auteur 
avait négligée, laisse subsister un desideratum. C'est cette 
lacune que je me suis proposé de combler. 

Enfin la note D est consacrée à la notion d'aire, La théorie 
ordinaire de l'aire présente, comme on sait, un grave défaut 
logique. Elle suppose a priori que cette grandeur est définie 
et jouit de certaines propriétés fondamentales. La théorie 
que j'expose dans la note en question, et dans laquelle on se 
passe de ce postulatum, doit donc être préférée, siirtout si 
l'on songe qu'elle s'applique à l'espace sans changement 
notable. 

Dans le texte même, divers raisonnements classiques ont 
pu être modifiés avantageusement, soit sous le rapport de 
la rigueur, soit sous le rapport de la simplicité : de ce 
nombre est, par exemple, dès les commencements du 
premier livre, la démonstration relative à la perpendiculaire 
élevée sur une droite par un de ses points; les considé- 
rations de continuité habituellement invoquées en cet 
endroit devaient en être écartées, du moment que l'on 
admet, d'autre part, sans démonstration la possibilité de 
diviser une droite ou un angle en deux parties égales. — La 
considération des sens de rotation des angles m'a permis de 
donner aux énoncés du second livre, ainsi qu'à plusieurs 
des suivants, toute leur netteté et toute leur généralité sans 
les rendre moins simples ni moins élémentaires. 

Les théories exposées dans les Comjdèments du troisième 
Livre sont celles qui, tout en n'étant pas comprises dans les 

(l) Leçons de Vagrégation classique de Mathématiques, p. 93; Paris, Hermann, 
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éléments de géométrie tels que les a constitués Euclide, n'en 
ont pas moins pris place d'une façon définitive dans l'ensei- 
gnement. Je me suis borné aux éléments de ces théories et 
j'ai systématiquement écarté celles qui n'ont pas une réelle 
importance. La rédaction de l'ouvrage est d'ailleurs telle 
que les compléments, ainsi que quelques parties imprimées 
en petits caractères, puissent être passés dans une première 
lecture sans que le reste cesse d'être cohérent, 

M. Darboux, qui m'a fait l'honneur de me confier la 
rédaction de ce travail, m'a rendu la tâche singulièrement 
aisée par les précieux conseils qu'il n'a cessé de me donner 
pour sa composition. Je ne voudrais pas terminer cette 
préface sans lui offrir l'hommage de ma reconnaissance. 



Jàcquks HADAJMARD. 
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INTRODUCTION 



1. On nomme volume une portion de l'espace limitée en tous sens. 

On nomme surface la partie commune à deuK régions contigiiës 
de l'espace. Une feuille de papier peut nous donner une idée appro- 
chée d'une surface. Elle limite, en effet, deux régions de l'espace, 
celles qui sont situées des deux côtés de la feuille. Mais elle n'est 
pas rigoureusement une surface, car ces deux régions sont séparées 
par toute une région intermédiaire,répaisseurde la feuille de papier. 
On arriverait à la notion de surface en considérant une feuille de 
papier dont l'épaisseur diminuerait indéûniment. 

On nomme ligne la partie commune à deux portions contiguës 
d'une surface. Cette définition est manifestement équivalente à 
celle-ci : Une ligne est l'intersection de deux surfaces. 

Les lignes que nous traçons nous donnent une idée des lignes 
géométriques; idée approchée, car les premières, si minces qu'elles 
soient, ont toujours une largeur, au lieu que les lignes géométriques 



Enfin, on nomme point ce qui est commun à deux portions conti- 
guës d'une ligne, ou encore l'intersection de deux lignes qui se 
rencontrent. Un point n'a aucune dimension. 

Un ensemble quelconque de points, de lignes, de surfaces et de 
volumes a reçu le nom de figure. 

2. On admet qu'une figure quelconque peut être transportée 
d'une infinité de façons dans l'espace. 

On nomme FiatiBBs ÉGALES deux figures qxe l'on peut transporter 
l'une sur Vautre, de manière à les faire coïncider exactement dans 
toutes leurs parties; en un mot, deux figures égales sont une seule et 
même figure, en deux places différentes. 
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Une figure à laquelle on ne fait subir que lIcs déplacements, sans 
la déformer, esl encore dite figure invariable. 

3. La géométrie est l'étude des propriétés di:s figures et des 
relations qu'elles ont entre elles. 

Les résultats de cette étude sont formulés dans des énoncés 
qu'on ^ppeWe propositions. 

Une proposition se compose de deux parties : la première, 
nommée hypothèse, indique l'ensemble des conditions dans. lesquelles 
on se place ; l'autre, la conclmion, exprime le fait qui, moyennant 
CCS conditions, a nécessairement lieu. 

Ainsi, dans cette proposition : Deux quantités A, B égales à mie 
troisième C sont égales entre elles, l'hypothèse est : les quantités A, B 
sont toutes deux égales à C; la coaclusion : ces deux quantités .\, B 
sont égales entre elles. 

Parmi les propositions, il s'en trouve que l'on admet comme 
évidentes sans démonstration. On les appelle des axiomes. Telle 
est, par exemple, la proposition que nous venons de citer : « Deux 
quantités égales à une troisième sont égales entre elles. » Toutes 
les autres propositions se nomment théorèmes et doivent être 
démontrées par un raisonnement spécial. Pour faire ce raisonne- 
ment, on se place dans les conditions indiquées dans l'hypothèse 
et, supposant ces conditions vérifiées, on doit en déduire les faits 
énoncés dans la conclusion. 

D'après cela, on doit admettre qu'une circonstance a lieu : 

i" Si elle fait partie de l'hypothèse ; 

2" Si elle fait partie de la définition d'un des cléments dont on 
parle ('} ; 

3° Si elle résulte d'un axiome ; 

4" Si elle résulte d'une démonstration antérieure. 

Aucun fait ne doit être tenn ponr certain, dans un raison nemeut 
géométrique, s'il ne découle d'une dos quatre causes précédentes. 

4. On nomme réciproque d'une proposition une deuxième propo- 
sition où la conclusion est formée, totalement ou partiellement, avec 
rbypolhèse de la première et inversement. 

. (1)11 arrive aouvont que, dans le cours d'une dJinonsti-otion, on iutfoduLl dans lo flgnve des 
élârneuta ausilislres. Un fait peut alors «tro vrai en vertu de la ddfluinon de ces nouveaux 
éléinants. On dil alors qu'il est vrai par consli-actlon. 
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On nomme corollaire une conséquence immédiate d'un théorème. 
Un lemme est, au contraire, une proposition préparatoire destinée 
il faciliter la démonstration d'une suivante. 

5. La plus simple des lignes est la ligne droite, dont un fd tendu 
nous offre Timage. La notion de la ligne droite est claire par elle- 

. même ; pour la faire entrer dans nos raisonnements, nous considé- 
rerons la ligne droite comme définie par ses propriétés évidentes, 
en particulier par les deux suivantes : 

1° Toute figure égale à uni ligne droite est une ligne droite ^ et inver- 
sement, toute ligne droite indéfinie peut être amejiée à coïncider avec 
toute autre, et cela, de manière qu'un point quelconqite de la première 
vienne sur tm point quelconque de la seconde; 

2° Par deux points on peut faire passer une ligne droite, et on n'en 
peut faire passer qu'une. 

Ainsi on peut parler de la ligne droite qui passe par les points 
A et B ou, plus brièvement, de la ligne droite AB. 

De la définition résulte immédiatement que deux droites diffé- 
rentes ne peuvent se rencontrer qu'en un point, puisque, si elles 
avaient deux points communs, elles ne seraient pas distinctes. 

On nomme ligne brisée une ligne composée de portions de lignes 
droites. Les autres ligues, qui ne sont ni droites ni brisées, sont 
dites courbes. 

6. La portion de ligne droite comprise entre deux points A et B 
s'appelle le segment de droite AB, ou encore la distance AB. 

On peut considérer aussi une portion de droite indéfinie dans un 
sens et limitée, dans l'autre, par un point. C'est ce que l'on nomme 
une demi-droite. 

Deux demi-droites quelconques sont, d'après ce qui précède, deux 
figures égales, 

La distance AB est dite égale à la distance A'IÎ', si on peut trans- 
porter le premier segment sur le second, de manière à ce que le 
point A vienne eu A' et le point B en B'. 

Dans ces conditions, les deux segments coïncideront dans toute 
leur étendue, d'après les deux propositions qui servent de définition 
à la ligne droite. Par conséquent, la définition dos segments égaux 
concorde bien avec la définition générale des figures égales, donnée 
plus liant. 
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i GÉOMÉTRIl;. 

La coïncidence des segments Égaux AB, A'B' peut être établie de 
deux façons diflférentes, à savoir : le point A venant en A' et le 
point B en B', ou inversement, ce qui revient à dire qu'on peut 
retourner le segment AB de manière à ce que chacun des 
points A, B vienne prendre la place de l'autre. Dans ce dernier 
déplacement, il y a un point du segment qui se retrouve à sa place 
primitive : c'est le milieu de AB. 

7. Quand deux segments AB, BC sont sur la même droite, en pro- 
longement l'un de l'autre (fy. 1), le segment AC est dit la somme des 
deux premiers. La somme de deux, el par suite de plusieurs 
segments est indépendante de l'ordre des parties ('). 

Pour comparer deux segments, on les transporte sur la môme 
droite, de façon qu'ils partent du même point et soient dirigés dans 
te même sens, par exemple en AB et AC (/îjr. 1 et 2). Si alors les 



points se suivent dans l'ordre A, B, C [fig. 1), le segment AC est égal 
<L la somme de AB et d'un autre segment BC ; dans ce cas, il est dit 
plus grand que AB, et celui-ci plus petit que EC; si au contraire 
l'ordre est A,C,B (fig. 2), c'est le segment AB qui est plus grand 
que AC. Dans les deux cas, le troisième segment BC qui, ajouté à 
l'un des deux premiers, reproduit l'autre, se nomme la différence 
des deux premiers. Enfin les points B et C peuvent coïncider. Dans 
ce cas, nous savons que les segments donnés sont égaux. 

8. On nomme plan une surface indéfinie telle que toute droite 
joignant deux points de cette surface y soit contenue tout entière. 

On admet que par trois points quelconques de l'espace il passe mjî 
jylan. Une ligne droite indéfinie tracée sur un plan sépare sur cette 
surface deux régions situées chacune d'un côté de la droite et que 
l'on nomme des demi-plans. On ne peut passer par un chemin 
continu de l'une de ces régions à l'autre sans traverser la droite. 

Nous nous occuperons tout d'abord des figures tracées sur un 
plan et dont l'étude constitue la géométrie plane. 

{I ) Pour deus seginsnls, cela résuUe iramédiatoment de la remarque pniccîdi^ntc (6). 
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LIVRE I 

DE LA LIGNE DROITE 



CHAPITRE PREMIER 
DES ANGLES 

9. On nomme angle la figure formée par deux demi-droites issues du 
même point. Ce point est dit le somme; de l'angle et les deux demi- 
droites en sont les côtés. 

On désigne un angle par la lettre de son 
sommet, placée entre deux autres lettres 
qui désignent ses côtés, et surmontée sou- 
vent d'un signe spécial. Si cependant la 
figure ne renferme qu'un seul angle ayant 
le sommet considéré, la lettre de ce sommet ' " 

suffira pour désigner l'angle. Ainsi l'angle 

des deux demi-droites A.B, AC {fig. 3} sera désigné par BAC ou, plus 
simplement, par A. 

10. Deux angles sont dits égaux, conformément a la définition des 
figures égales(2),8i, en les transportant l'un sur l'autre, on arrive à 
les faire coïncider. 

Deux angles égaux BAC, B'A'G' peuvent être placés l'un sur l'autre 
de deux façons différentes, savoir : ou bien le cOté A'B' venant sur 
AB et A'C sur AC, ou l'inverse. On passe de l'une à l'autre en retour- 
nant l'un des deux angles sur lui-même, par exemple en déplaçant 
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l'angle BAC de manière à ce qiie AB vienne dans la position o(xupée 
primitivement par AC, et réciproquement. Dans ce retournement, il 
y a une demi-droite intérieure à l'angle qui ne cliange pas, c'est 
celle qui divise l'angle en deux parties égales et qu'on appelle la 
bissectrice de l'angle BAC. 

11. Ou dit que deux angles sont adjacetils lorsqu'ils ont même 
sommet, un côté commun, et sont situés de part et d'autre de ce c6té 
commun. 

Lorsque deux angles AOB, BOC sont adjaceuts {fg. 4), l'angle AOC 
est dit la somme des deux premiers. 

La somme de plusieurs angles est indé- 
pendante de l'ordre des parties. 

Pour comparer deux angles, on les trans- 
porte de manière à ce qu'ils aient même 
sommet, un côté commun, et qu'ils soient du 
" " même côté par rapport au côté commun. 

Soient AOB, AOC les deux angles ainsi placés. 
Si, en tournant autour du point 0, on rencontre les côtés dans 
l'ordre OA,OB,0C {fig. 4), l'angle AOC est égal i là somme de 
AOB et d'un autre angle BOC ; dans ce cas, 
il est dit plus grand que AOB et celui-ci plus 
petit que AOC; si, au contraire {fig. B), 
° '* l'ordre est OA, OG, OB, c'est l'angle AOB qui 

est plus grand que AOC. L'angle BOC qui, 
jyouté à TuQ des deux angles donnés, reproduit l'autre, est la 
différence des deux premiers. 

Enfin, dans le cas intermédiaire où OB coïncide avec OC, les deux 
angles sont égaux. 

Un angle est dit double, triple, etc., d'un autre s'il est la somme 
de deux, trois, etc., angles égaux à cet autre. Celui-ci sera dit alors 
la vioitié, le tiers, etc., du premier. 

Bkmarqob. — On voit que la grandeur d'un angle ne dépend pas 
de la grandeur de ses côtés, qu'il faut toujours supposer prolongés 
indéfiniment. 

12. Nous avons dit qu'un angle était formé par deux demi-droites 
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DES AKGLIÎS. 7 

telles que OA, OB {firj. 6). Si l'on prolouge OÂ au delà du poinl 
suivant OA', et de même OB suivant OB', on forme un nouvel 
angle A'OB'. 

Ou nomme aiujUs opposcn par le sommet deux 
angles AOB, A'O'B', tels queles calés de l'un soietil 
les prolongements des côtés de Vautre. 

Théorème. — Deux angles opposés par le sommt'l 
sont égaux. 

Retournons en effet sur hii-mùme (10) l'angle 

BOA' {fy. 6). Le cùté OB viendra prendre la place ^,^^^ ^ 

de OA', et d'autre.part, le coté OA' venant occuper 
l'ancienne position de OB, la demi-droite OA, prolongement de OA', 
viendra en OB', prolongement de OB. L'angle AOB vieut donc 

prendre la place do A'OB , d'où résulte ]^ 

que ces deux angles sont égaux. 

13. On dit qu'une droite est ■perpendi- 
culaire sur une autre lorsqu'elle forme s^— 
avec elle deux angles adjacents égaux 
entre eux. Par exemple, la droite AOA' 
[fig. 7) est perpendiculaire sur BOB' si les 
angles numérotés 1 et 2 sur la figure sont j,.^^ ^ 

égaux. Dans ce cas, les quatre angles en 

sont égaux entre eux, car les angles 3 et 4 sont respectivement 
égaux à 1 et 2 comme opposés par le sommet. En particulier, la 
deuxième droite BOB' est également perpendiculaire sur la première, 
puisque les angles 2 et 3 sont égaux. Un angle dont les côtés sont 
perpendiculaires entre eux est dit droit. 

Théorème. — Dans un plan, par un point pris sur une droite, on 
peut mener à cette droite une perpendiculaire, et l'on n'en peut mener 
qu'une. 

1" On peut mener une perpendiculaire (fig. 8). Soient AB la droite 
donnée, le point donné sur cette droite. Par ce point, dans l'un des 
deux demi-plans déterminés par AB, menons une demi-droite quel- 
conque OC. Si les angles AOC, BOC sont égaux, notre conclusion est 
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8 GÉOMÉTRIE. 

établie. Sinon, supposons, pour fixer les idées, que l'angle AOC est 
le plus petit clés deux, 'rransportons 
cet angle de manière à, ce que OA 
vienne en OB; OC viendra dans une 
..-- ' position OD telle que DOB = COA. 

Si nous menons la bissectrice OH de 



sont I 



° l'angie COD, cette droite répondra à 

la question, car les angles AOH, BOII 
ux comme sommes d'angles égaux. 
n'en peul mener qu'une. Je dis qu'une droite OH', diffé- 
rente de OH, ne peut être perpendicu- 
laire à AB {fig. 9). En effet, une pareille 
droite tombera nécessairement dans un des 
angles AOH, HOB. Si, par exemple, elle est 
dans l'angle HOB, l'angle ïï'OA sera plus 
"~ grand que ÏÎOA, et l'angle H'OB plus petit 

que HOB. Les angles ilOA et HOB étant 
égaux, l'angle H'OA sera nécessairement plus grand que H'OB. 
Corollaire. — ?'oiw les angles droits sont égaux {fy 10), 
Soient en effet BOA, B'O'A' deux angles droits, de sorte que OB 
est perpendiculaire sur OA, 
O'B' sur O'A'. Transpor- 
tons A'O'B' sur AOB, de 
manière que 0' vienne en 
et O'A' sur OA. O'B', qui 
— Â- est perpendiculaire surO'A', 
p,Q 15 devra prendre une position 

perpendiculaire sur OA, 
c'est-à-dire (Ihéor. précédent) coïncider avec OB. 

(!.Q. F. u. 

On nomme angle aigu un angle plus petit que l'angle droit; angle 
obtus, un angle plus grand que l'angle droit. 

Deux angles sont dits complémentaires si leur somme est égale à 
un angle droit, supplémentaires si leur somme est égale à deux droits. 

Le supplément d'un angle étant ce qui manque à cet angle pour 
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DES ANGLKS. D 

faire deux droits, un angle n'a qu'un seul supplément. De mémo, un 
angle n'a qu'un seul complément. 

14. Théorème. — Deux angles adjacents qui ont leurs côtés exté- 
rieurs en ligne droite sont supplémentaires. 

Soient les angles AOC, COB {fig. 11), AO 
et OB étant en prolongement : je dis que 
.\OC + COB= 2 droits. Menons la perpen- 
diculaire OH à OB. L'angle AOC étant égal 
à âOH + HOC, la somme AOC + COB peut ° 

s'écrire AOH + HOC + COB, on (puisque 
HOC + COB = HOB) AOH + HOB. Elle estdonc bien égale à 2 droits. 

15. Réciproque. — Si deux angles adjacents sont supplémentaires, 
leurs côtés extérieurs sont en ligne droite. ç, 

Soient les angles AOC et COB ifig. 12), qui / 

sont supplémentaires. / 

Si OB n'était pas le prolongement de OA, ^ /a 

soit OB' ce prolongement. L'angle COB' est " b' 

le supplémentaire de AOC ; il est donc égal 

à COB ; et, comme il est du môme coté de OC, ceci exige (11) que 
OB' coïncide avec OB. 

Rekaeque. — On voit que, pour démontrer cette réciproque, 
nous avons utilisé le théorème primitif. C'est là un mode de raison- 
nement très généralement employé pour la démonstraLion des 
réciproques. 

16. Théorème. — Si par un point d't^ne 
droite on mène, d'un même côté de cette 
droite, plusieurs demi'droites, la somme des 
angles successifs ainsi formés est égale à deux 
droits. 

La somme des quatre angles AOC.COD, DOE, EUE {fig. 13) est 
bien égale à deux droits, car la somme des trois premiers donne 
l'angle AOE, qui est supplémentaire de EOB. 

Théorème. — Si par un point on mène plusieurs demi-droites, la 
somme des angles successifs ainsi formés tout autour du point est 
égale à quatre droits. 
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Ainsi, la somme AOB + BOG + GOD-f- DOA {(ig. W] est égale 
à 4 droits. 

En effet, prolongeons AO suivant OA.'. On 
a (théorème précédent) : 

AOB + BOA' ^2 droits 
A'OC 4- COD + DOA = 2 droits. 

D'où, en ajoutant membre à membre, 

AOB + BO.V + A'OC + COD -|- DOA = 4 droits, 
c'est-à-dire l'égalité annoncée, puisque BOA' ~\- A'OC = BÛG. 

17. Théorème, — Les bissectrices des quatre angles formés par deux 
droites concouraiiles forment deux droites indéfinies, perpendiculaires 
m entre elles. 

Soient AA', BB' [fig. \'o) deux droites qui 
se coupent en et forment les angles AOB, 
BOA', A'OB', B'OA, dont- les bissectrices sont 
Om, O'i, Om', 0(î'; je dis : 

1" Que OîHjOm' sont en prolongement, ainsi 
que Oh.Oh'. 

2° Que les deux droites ainsi formées sont 
perpendiculaires. 

En premier lieu Om est perpendiculaire sur 
On. Car, les deux angles AOB ot BOA' ayant pour somme deux 
droits, leurs moitiés mOB et BO» ont pour somme un droit. 

Mais, en appliquant le même raisonnement aux angles BOA' et 
A'OB', on verrait que Om' est perpendiculaire sur 0».. Donc Om' est 
le prolongement de Om; et Ton démontrerait pareillement que Ort' est 
le prolongement de 0». 

18. Théorème. — Par un point pris hoi-s d'une droite, onpeutmene'r 
une ^perpendiculaire à cette droite, et on n'en peut mener qu'une. 

l" On peut mener une perpendiculaire. — Soient le point et la 
droite xy[fig. 16-). Autour de J^y comme charnière, faisons tourner le 
demi-plan qui contient le point pour le rabattre sur l'autre demi- 
plan. Le point \ieht en 0'. Joignons 00'. 

Cette droite coupe xy, puisqu'elle réunit deux points situés de 
part et d'autre de xy. Si I est !e point d'intersection, les angles 0'\x 
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et Olr sûQt égaux, car O'Jif est la posilion ([ue vient prendre 01.» 
quand on rabat l'un des demi-plans sur l'autre par une rotation 
autour dexy. Donc les deux droites xy 
et 00' sont perpendiculaires. 

2" On n'en peut mener qu'une. Soit en 
effet OM une perpendiculaire h. xij me- 
née par : prolongeons cette droite 5 
d'une longueur MO" égale à elle-même. 
Si nous rabattons de nouveau l'un des 
demi-plans sur l'autre, la droite MO vient 
sur MO", puisque les angles OMa; et 0"ilix 
sont égaux comme droits; et, comme 

MO" = MO, le, point vient en 0". Donc le point 0" coïncide 
avec 0' et la droite 00" avec 00'. 

c. (j. r, D. 

19. On nomme symétri</ue d'un point par rapport à une droite xy, 
l'extrémité de la perpendiculaire menée du point à. la droite et 
prolongée d'une longueur égale à elle-même. Il résulte des considé- 
rations précédentes que ce symétrique n'est autre que la nouvelle 
position occupée par le point après la rotation autour de xy. 

Étant donnée une figure quelconque, on peut prendre le symé- 
trique de chacun de ses points. L'ensemble des symétriques ainsi 
construits constitue une nouvelle figure qui est dite la symétrique 
de la première. On voit que pour prendre la figure symétrique 
d'une figure donnée par rapport à une droite xy, on peut faire 
tourner le plan qui porte la figure autour dex'j, de manière à ce 
que chacun des demi-plans déterminés par cette droite vienne 
prendre la place de l'autre, et marquer la nouvelle position que 
vient prendre la figure primitive. Il en résulte : 

Théorème. — Bevx figures planes symétriques sont égales. 

Corollaire. — La figure symétrique d'une droite est une droite. 

Lorsqu'une figure coïncide avec sa symétrique par rapport û. xij. 
on dit qu'elle est symétrique par rapport à cette droite, ou encore 
qu'elle admet cette droite comme axe de symétrie. 

20. Pour faire coïncider une figure F avec sa symétrique F', nous 
avons dû employer un mouvement qui a fait sortir la figure de son 
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plan. Il faut observer que la coïncidence ne peut être établie sans 
un tel mouvement; cela tient à ce que les sens de rotation sont 
inverses dans les deux figures. Nous allons expliquer ce qu'il faut 
entendre par celte locution. 

Nous remarquerons d'abord que le plan de la figure divise 
l'espace en deux régions. Pour abréger, nous appellerons l'une de 
ces régions celle qui est située au-dessus du plan ; l'autre, celle qui 
est située au-dessous. 

Soit maintenant, dans la figure F, un angle BAC que l'on peut 

considérer comme décrit par une demi-droite mobile à l'intérieur 

de l'angle de la position AB à la position AC 

^/ ^ [fig. M). Vu d'en dessus, cet angle BAC sera dit 

^/ \ avoir comme sens de rotation le sens rétrograde 

A~ — " — ~B ou le sens direct, suivant que la demi-droite 

Pi,, ,j parait tourner dans le sens des aiguilles d'une 

montre ou en sens inverse ('). Plaçons-nous, pour 

fixer les idées, dans ce dernier cas. Alors un observateur couché 

le long de AB, les pieds en A, la tête dans la direction de B et 

regardant le dessous du plan, verra ie côté AC à sa gauche ; et, par 

suite, si, restant allongé sur AB, il regarde le côté AC, il verra le 

dessous du plan k sa droite. 

Il est clair que pour le sens de rotation d'un angle vu d'm dessous, 
on pourrait répéter tout ce qui précède, en y remplaçant le mot 
desstis par le mot dessous, et inversement. 

Comme un observateur allongé suivant AB et regardant AC aura 
nécessairement le dessus du plan à sa gauche s'il a le dessous 
à sa droite, et inversement , nous voyons que le sens de rotation 
change suivanl qu'on l'envisage d'un côté ou de l'autre duplani^]. 

Supposons maintenant que l'angle se déplace d'une façon quel- 
conque dans son plan sans le quitter k aucun moment. L'obser- 
vateur entraîné dans ce mouvement ne changera pas de situation 
par rapport au-dessus ou au-dessous du plan, de sorte que le sens 
de rotation reste inaltéré par tout déplacement qui ne [ail pas sortir 
la figure de son plan. 

(1) On remarquera que, pour définir le sons do rotsUon. il faut tenir compte da l'ordre des 
eotéa. Ainsi l'angle BAC est de EeuE contraire k l'angle C6A. 
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Pour démontrer qu'un tel mouvement ne peut amener une 
figure F sur sa symétrique F', il suflU donc de faire voir que les 
sens de rotation sont inverses dans les deux figures. Or nous avons 
vu qu'on passe de F à F' en retournant le plan sur lui-môme par une 
rotation autour de xy (19). Dans ce retournement, ies points situés 
au-dessus du plan passent en dessous, et réciproquement. Le sens 
de rotation d'un angle de F, vu d'en dessous, est donc le même que 
le sens de rotation de son symétrique, vu d'en dessus ; de sorte que, 
vos du mOme cote, les sens de rotation sont inverses. 



EXERCICES 

1. M élant le milieu d'un segmoQt du droite Ali, ia dislance CJI est :igale à l.i 
demi-différence de CA et de CB si C est un point intérieur au segment, et à la demi- 
somme lie GA et de CB si G est pris sur l'un des prolongements de AB. 

2. OM éUnt la bissectrice d'un angle AOU, l'angle COM est Égal il la demi- 
différence de COA et de COB si la demi-droite OC est à l'intérieur de l'angle AOB; et 
au supplément de cette demi-difféFence si la demi-droite OC est dans l'angle A'OB', 
opposé par le sommetà AOB. ilest égaîàla demi-somme de COA et de COB, si cette 
demi-iîroLte est dans un des deux autres angles formés par les droites AOA', BOB'. 

il. Si du point sont issues quatre demi-droites OA, OB, OC, OD (sa suivant 
dans l'ordre où elles viennent d'être nommées), telles que AOB =^ GOD et que 
BOC = UOA.démonirerqueOAetOCsont en prolongement, ainsi queOBetOD. 

4. Si les quatre demi-droites consécutives OA, OB, OC, OD sont telles que les 
bissectrices des angles AOB, COD sont en ligne droite, ainsi que les bissectrices 
des angles BOC, AOD, ces quatre demi-droites sont en prolongement deux t deuï. 
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21. On nomme polygone une portion de plan limitée par des 
portions de lignes droites {fig. 18) Ces dernières ont les côtés du 
polygone. Leurs extrémités en sont ies sommets. 

Toutefois nous ne, donnerons, en général, le nom de polygone 
qu'à des portions de plan limitées par un contour unique pouvant 
être décrit d'un seul trait continu. Ainsi la portion de plan qui est 
ombrée dans la figure 19 ne sera pas pour nous un polygone. 

Un polygone est dit conoexe [fig. 18) si, en prolongeant chaque 




côté indéfiniment, aucune des droites ainsi obtenues ne traverse le 
polygone. Dans le cas contraire {fig. 18 bis) il est dit concave. 

On classe les polygones d'après le nombre des côtés. Ainsi, les 
plus simples dos polygones sont : le polygone de 3 côtés ou 
triangle, le polygone de 4 côtés ou quadrilatère, le polygone 
de b côtés ou pentagone, le polygone de 6 côtés ou hexagone. 
Nous aurons encore à considérer les polygones de 8, 10, 12, 15 côtés, 
nommés respectivement octogone, décagone, dodécagone, peniédé- 
cagona. 



y Google 



DES THlA?ir.I.ES. 1"> 

Oii nomme diagonale d'un [jolygoiie loule (U'oile joigiiiint tleu\ 
Is non consécutifs. 




22. Parmi les triangles, oiî distingue en particulier: 

Lo triangle ùoscile. On appelle ainsi un triangle qui a deux côtés 
égaux. Le sommet commun ii ces deux côtés égaux est nommé plus 
spécialement le commet du triangle et le côté opposé est dit laftase; 
. Le triangle éqnilatéral, ou triangle qui a ses trois côtés égaux ; 

Le triangle reclaugle, ou triangle qui a un angle droit. Le côté 
opposé à l'angle droit se nomme hypoténuse. 

On nomme hauteur d'un triangle la perpendiculaire abaissée d'un 
sommet sur le côté opposé; médiane^ la droite qui joint un sommet 
au milieu du côté opposé. 

23. Théorème. — Dans tout triangle isoscële, 
les angles oppos'is aux côtés égaux sont égaux. 

Soit le triangle isoscéle ABC {fg. 20}. Retour- 
nons l'angle BAC sur lui-môme (10) de manîÈre 
que AB prenne la direction AC et réciproque- 
ment. P,^ „(, 

Puisque AB et BC sont égaux, le point B viendra 

prendre la place du point C et inversement. L'angle ABC sera donc 
venu en ÂCB, de sorte que ces deux angles sont égaux. 

c. Q. F. D. 

Réciproque. — Si dans un triangle deus angles sont égaux, h 
triangle est isoscèle. 

Soit !e triangle ABC, dans lequel ou a B =:: C. Déplaçons ce triangle 
de manière que le côté BC se trouve retourné sur lui-même (6), le 
point B venant en C et inversement. Puisque l'angle ABC est égal à 
ACB , le côté BA viendra prendre la direction CA, et inversement. 
Le point A, intersection de BA et de CA, gardera donc sa position 
primitive, et le côté AB prendra bien la place de AC. 

0. Q, F. n. 

Corollaire. — Un triangle équilatèral est èquiangle [c'est-à-dire 
a tous ses angles égaux), et réciproquement. 

Théorème. — Dnas tout triangle xsoscèle, la hisseclrice de l'angle 
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( sovimet esl perpendiculaire à la hase el la divise en deux parités 
égales. 

Dans le triangle isoscèle ABC {fig. 21), soib 
AD la bissectrice de l'angle A. 

Dans le retournement de l'angle BAG sur lui- 
môme, cette bissectrice ne change pas de place, 
*■!«• 21- et il en est de même du point D où elle coupe la 

hase. DB étant venu sur DG et l'angle ADB sur ADC, on a bien : 
DB = DC ; AD& = ADC. 

C. Q. F. ]1. 

Rbmauque. — Dans un triangle quelconque AHC, on peut consi- 
dérer quatre droites: 

1" La bissectrice de l'angle A ; 

2° La hauteur issue de A ; 

3° La médiane issue du même point ; 

4° La perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Eu général, ces quatre droites sont distinctes les unes des 
autres (Voir exercice n). Le théorème précédent exprime que, dans 
un triangle isoscèle, elles sont toutes confondues en une seule, (/ui 
est (19) un axe de symétrie du triangle. 

Ge théorème peut donc aussi bien s'énoncer: la hauteur d'un 
triangle isoscèle est en même temps bissectrice et médiane ; ou encore, 
la médiane d'un triangle isoscèle esl en même temps hauteur et bissec- 
trice; la perpendiculaire au milieu de la base passe par le sommet et 
est bissectrice de l'angle au sommet. 

Corollaire- — Dans un triangle isoscèle, les hauteurs issues des 
extrémités de la base sont égales entre elles ; il en est de même des 
médianes issues de ces mêmes sommets, des bissectrices des angles en 
ces points, etc. Car ces droites sont symétriques deux à deux. 

24. Les propositions suivantes, connues sous le nom de cas 
d'égralîté des triangles, expriment des conditions nécessaires 
et suffisantes pour que deux triangles soient égaux. 

1" Cas. — Deux triangles sont égaux, s'ils ont un côté égal comptais 
entre deux angles égaux chacun à chacun. 
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Soient les deux triangles ABC, A'B'C {fig. 22) dans lesquels on a 

BG=B'C';B = B'; C = C. 
Transportons l'angle B' sur soi\ 

égal B, le cûlé B'A' prenant la 

direction BA et B'C'la direction 

BC. Comme B'C = BC, le poiiU 

C vient en C et, puisque C' = C, 

te côté C'A' prend la direction CA. Dès lors le point A', intersection 

de B'A' et de C'A', vient nécessairement à Tintersection de BA et de 

CA, c'est-à-dire en A. La coïncidence est donc établie. 

2° Cas. — Deux triangles sont égaux, s'ils ont un angle égal compris 
entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soient les denx triangles ABC, A'B'C, daos lesquels ou a A = A'; 
AB = AB';AG = A'C'(^ff.22). 

Transportons l'angle A' sur son égal A, le coté A'B' prenant la 
direction AB, et le côté A'C la direction AC. Comme A'B' = AB, le 
point B' viendra en B; et de même, le point C viendra en C. B'C 
coïncide donc avec BC et la superposition est complète. 



■'ils ont les trois côtés égaux 



3' Cas. — Deux triangles sont égai 
chacun à chacun. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C qui ont les trots côtes 
égaux chacun k chacun. Déplaçons le deuxième triangle de manière 
à mettre B'C sur son égal BC, les deux triangles étant du même 
côté de BC. Soit BCA, la nouvelle position du triangle B'C A'. Je dis 
que le point A, coïncide avec le point A. Cela est 
tout d'abord évident si la droite B'A' a pris la ^,*' 

direction BA, ou la droite C'A', la direction CA. y^' V 

Si d'ailleurs il n'en était pas ainsi, nous aurions J^' \ 

formé deux triangles isoscèles BAA,, CAA, (/ig. 23) ^ c 

et la perpendiculaire au milieu de AA, devrait 
passer par les points B et C (23, corollaire), autrement dit se 
confondre avec la droite BC; ce qui est Inadmissible, puisque BC, 
qui laisse les points A et Aj du même côté, ne peut passer 
par le milieu de AA,. Les points A et A, ne peuvent donc être que 
confondus, et les deux triangles coïncident. 
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Remarque I.— On voit que, pour établir que le point A, coïncide 
avec le point A, nous avons cherché ce qui arriverai!, si ces deux 
points étaient distincts; et arrivant, dans ce cas, à une conséquence 
manifestement fausse, nous en avons conclu qu'il ne pouvait se 
présenter. Ce mode de raisonnement, dit démonstration par roôrarde, 
est souvent utile. 

Remarque II. — Dans un triangle, il y a six éléments principaux k 
considérer, savoir : les trois angles et les trois côtés. On voit qu'il 
suffit d'avoir constaté, dans deux triangles, l'égalité de trois de ces 
éléments (convenailement choisis) pour pouvoir affirmer l'égalité des 
deux triangles et, en particulier, l'égalité dos trois éléments restants. 

Reuauqce III. — Deux triangles (ou en général deux polygones) 
égaux peuvent différer par les sens de rotation (20). Dans ce cas, ils ne 
peuvent être superposés que par un mouvement extérieur au plan. 
Au contraire, si les sens de rotation sont les mêmes, les deux poly- 
gones peuvent être amenés à coïncider par un simple glissement 
dans le plan, ainsi que nous aurons l'occasion de le constater, 

25. On nomme angle extérieur d'un polygone convexe, l'angle 
formé par un côté et le prolongement du suivant. 

Théorème. — Tout angle extérieur d'un triangle est plus grand 
giie chacun des angles intérieurs non adjacents. 
Soit le triangle ABC dans lequel je construis l'angle extérieur B'AC 

(fis- m- 

,.g. Je dis que cet angle est plus 

grand que l'angle intérieur C, 

_,-'' par exemple. Pour le démon- 

P\) 'i:-'^t trer, je mène la médiane BD, 

/ \ _.-■■' que je prolonge d'une longueur 

/ ,,- '' \ DE égale à elle-même. Le point 

^èIiI i E étant dans l'angle B'AC, ce- 

lui-ci sera supérieur à l'angle 

EAC. Or, ce dernier n'est autre 

que l'angle C; car les deux triangles DAE, DEC sont égaux comme 

ayant un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun, 

savoir : les angles en D égaux comme opposés par le sommet; 
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AD = DC et BD = DE par construction. Donc l'angle extérieur B'AC 
est plus grand ((ue l'angle intérieur G, 

C, Q. F. B. 

L'aogle extérieur S'AG est le supplément de l'angle intérieur A, 
L'angle C étant plus petit que !e supplément de A, lasommeC-|-A est 
moindre que deux droits. Notre théorème peut donc s'énoncer; La 
somme de deux angles d^un triangle est moindre que deux droits. En 
particulier, un triangle ne peut avoir plus d'un angle droit ou obtus. 

Théorème. — Dans tout triangle, à un plus grand côté est opposé 
un plus grand angle. 

Soit, dans le triangle ABC, AB> AC. Je vais 
démontrer que l'on a G>-B. A cet effet, je 
prends sur AB la longueur AD =; AC {(ig. 25}. 
D'après l'hypothèse, la droiteDCestàl'intérieur 
de l'angle C primitif et, par suite, l'angle AtlL) '^'"'- -'■ 

est plus petit que cet angle C. Mais dans le 
triangle isoscèle ACD, l'angle ACD est égal à l'angle ADC, lequel est 
supérieur à l'augle B d'après le théorème précédent appliqué au 
triangle DCB. Le théorème est donc démontré. 

Réciproiïuement, à un j^lus grand angle correspond {^) 



grai 



id cùté. 



'. plus 



Cet énoncé est manifestement équivalent au précédent. 

26. Théorème. — Dans tout triangle, un côté quelconque est plus 
petit gue la somme des deux autres. 

Dans le triangle ABC, prolongeons ,■; 

AB d'une longueur AD = AC [fig. 26). ,,-'''/ 

Il s'agit de démontrer que BG < BD (^). 

Or, en joignant CD, on voit que 
l'angle D, égal à l'angle ACD (23), est 
par conséquent plus petit que l'angle 
ëcD. 




L'inégalité annoncée résulte donc du thi 
au triangle BCD. 



précédent, appliqué 
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Corollaires. — I. Dans ioiit triangle, vn côté quelconque est plus 
grand que la différence des deux autres. 

Car l'inégalité BG < AB + AC donne, en retranchant AC aux deus 
memlires : 

BC— AC<AB 

II. Quels que soient les (rois points A,B,C, chacune des distances 
liC, CA,AB est au plus égale à la somme des deux autres et au moins 
égale à leur différence, l'égalité pouvant avoir lieu si les trois points 
sont en ligne droite. 

Théorème, — La ligna droite est plus courte que toute ligne brisée 
terminée aux mêmes extrémités. 

Si la ligne brisée n'a que deux côtés, ce théorème revient au 
précédent. 
Soit maintenant une ligne brisée de trois cotés ABCD (^^i/. 27). 
Joignons BD. On aura 

AD < AB +BD 
et, comme 

BD<BC + CD, 
^■"'- -'■ AD < AB + BD < AB + BC + CD 

Le théorème est ainsi démontré pour une ligne brisée de trois côtés; 
comme le même raisonnement servirait à passer successivement 
à des lignes brisées de 4, de 5 côtés, etc., le théorème est vrai, 
quelque grand que soit le nombre des côtés. 

27, On nomme périmètre d'un polygone ou d'une ligne brisée 
quelconque, la somme de ses côtés. 

Théorème. — Le périmètre d'une ligne bnsée convexe est moindre 

que celui de toute ligne brisée enve~ 

r^----^^ y'-. loppante terminée aux mêmes extré- 

I /~^"^ \r mités. 

I / I Soient la ligne convexe ACDB et 

/ y'^~~~~~~~^\~'--'' 1^ l'gn'ï enveloppante AC'D'E'F'B 

// \ / {fig. 28), Prolongeons les côtés AC, 

* ^ CD dans le même sens ACDB, 

'"'■-'■ c'est-à-dire le côté AC au delà 

du point C, le côté CD au delà du point D. Ces prolonge- 
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mcilis coupent la ligne enveloppante en G et H respectivement. 

Le chemin ACDB est pins court que ACHB; car ils ont une partie 
commune ACD, et ta partie restante BD du premier est plus courte 
que la partie restante DHB du deuxième. A son tour, le chemin ACHB 
est inférieur il ÂGD'E'F'B; car, en enlevant les parties communes 
AC,HB,ilrestela droite CH, plus petite quela ligne brisée CGD'E'F'H. 
Enfin de môme, AGD'E'F'B est moindre que AC'D'E'F'B, puisque AG 
est moindre que AC'G. On a donc bien 

ACDB < ACHB < ACGD'E'F'B < AC'GD''E'F'B 

0. Q. F. D. 

Corollaire. — Le périmètre iTmi polygone convexe est moindre que 
le périm'Hi'e d'une ligne polygonale feiinée qui l'enveloppe de toiilen 
parts. 

Soient (fig. 29) le polygone con- 
vexe ABCDE et la ligne polygonale 
A'B'C'D'E'F'G'A' qui l'enveloppe de 
toutes parts. Prolongeons le cûtéAB, 
dans les deux sens, jusqu'à ren- 
contre en M, N avec la ligne enve- 
loppante : nous voyons que la ligue 
AEDCB est moindreque AMB'A'G'iS'B '' '=' 

Fia. S9. 

(théorème précédent), de sorte que 

le polygone AEDCBA a un périmètre moindre que le polygone 

NMB'A'G'N, Or celui-ci, à son tour, est moins long que la ligne 

enveloppante donnée, car la partie MB'A''G'N est commune et 

MN<MGD'E'F'N. 

28. Théorème. — Si deux triangles ont un angle inégal compris 
entre côtés égaux chacun à chacun, les troisièmes eôlés sont inêtjaua; 
et au plus grand 
angle est opposé 
le plus grand 





Soient les 
triangles ABC , 
A'B'C dans les- ^"^- '"■ 

quels AB — A'B', AC = A'C, A> A' (fu/. 30). Je ' 
que BC est plus grand que B'C 
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Transportons le triangle A'B'C sur le triangle ABC de manière à 
faire coïncider les deux côtés égaux A'B' el AB. L'angle A' étant plus 
petit que A, le côté A'C prend une position AD intérieure à 
l'angle BAC. Menons la bissectrice AE de l'angle DAC : cette droite, 
également intérieure à l'angle BAC et laissant, par suite, les points B 
et C de eûtes différents, doit donc couper le cOté BG en un certain 
point E situé entre B etC. Si nous joignons DE, nous voyons que les 
deux triangles ACE et ADE, égaux comme ayant un angle égal (les 
angles en A) compris entre deux côtés égaux chacun à chacun 
(AE commun; AG = A'C' = AD), donnent DE = EC. Dès lors l'iné- 
galtté BD < BE -|- ED, fournie par le triangle BDE, nous donne bien 

BD <BE + EC 
ou 

BD<BC 



Réciproquement. — Si, datis deux triangles, deux côtés sont égaux 
f:t le troiHème inégal, les angles opposés aux côtés égaux sont inégaux, 
et au phis grand côté est opposé le plus grand angle. 

Cet énoncé est équivalent au précédent. 



EXERCICES 

5. Démontref qu'un triangle est isoscéle : 

1° Si la bisseclrree esl en même temps liauieuc; 
2" Si la médiane est en même temps hauteur; 
8° Si la bissectrice est en même temps mËdiatie. 

6. Sur le côté Ox d'un angle, on porte deuï Iongi« 
deux longueurs OA', OB' respeetivement égales ans 
Al)', BA'. Démontrer que le point I, où se coupent et 

" 38 de l'angle donné. 



7. Si deux côtés d'un triangle sont inégaux, la 
avec le plus petit des deux un angle plus grand q' 

R. Si l'on joint un point pris à l'intérjeiir d'i 
somme des lignes de Jonction est plus grande que 
plus petite que le périmètre entier. 



8 bis. Si l' 

du polygone. 



m point pris dans le pis 
;s lignes de jonction est pi 



)rs OA, OB et, sur le côté Ox', 
. premières ; on joint en croix 
es deux droites, appartient à la 

lédiane qu'ils comprennent fait 

,. triangle aux Irois sommets, la 
le demi-périmètre du triangle et 

a d'un polygone aux différents 
is grande que le demi -péri mètre 
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11. La médiane d'un triangle est plus petite que la demi-somme des côtés qui la 
comprennent et plus grande que la diffâronce entre cette demi-somme et la moitié 
(lu troisième côté. 

lî. La somme des médianes d'un triangle est plus grande que le ilemi-périmètre 
et plus petite que le périmclre entier. 

13. Trouver, sut une droite donnée, un point tel que la somme de ses distances à 
deux points donnés soit la plus petite possible. — Distinguer deux cas, suivant que 
les deuï points sont ou non de part et d'autre de la droite. 

On raméiiera le second cas au premier (symétrie d'une partie de la figure par 
rapport à la droite donnée). 

14. {Proljlènie du billard.) Étant donnés une droite xxj et deux points A, B du 
méoie côté de cette droite, trouver sur cette droite un point M tel que l'angle AMs 
soit égal k l'angle BMi/. 

On trouve le même point que dans l'exercice précédent. 

1-5. Ti-ouver, sur une droite donnée, un point tel que la différence do ses 
distances à deux points donnés soit la plus grande possible. 

On distinguera deux cas, suivant que le; deux points sont ou non du même cûté 
de la droite. 
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CHAPITRE III 

PERPENDICULAIRES ET OBLIQUES 

29. Théorème. — Si, d'un point piis hors d'une droite, on mène à 
celte droite la perpendiculaire et diverses obliques : 
1° La 2)erpendiculaire est plus courte que toute oblique; 
2° Deux obliques dont les pieds s'écartent également du pîed de la 
perpendiculaire sont égale»; 

3° De deux obliques, la plus longue est celle dont le pied s'écarte le 
plus du pied de la perpendiculaire. 

\° Soient la perpendiculaire OH et l'oblique OA menées du 
point à la droite ly (ftq. 31). Pro- 
longeons OH d'un longueur HO' 
égale ft elle-même; le point 0' est 
le symétrique de par rapport à 
xy, de sorte que la droite D'A est 
, OA comme étant sa symé- 
trique. Si alors nous considérons le 
triangle OO'A, dans lequel on a 

Fm. 31. Û0'<0A + 0'A, 

nous voyons qu'on peut remplacer 00' par 20H et 0.\-|-0'.\ 
par 20A. H vient donc 

20H < 20A, ou OH < OA. 

2° Soient les deux obliques OA et OB telles que HA = HB. Ces 
deux obliques seront égales comme symétriques par rapport 
à OH. 

3" Soient l'oblique OA et l'oblique OC telles que HC> HA {fy. 31). 
Supposons d'abord que les deux points A et G soient du môme côté 
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de H : alors le poinl A esl à l'inLérieur du triangle OO'C. On a 
donc (27) 

0A+ 0'A<ÛC + 0'C. 

Mais, ainsi qu'on l'a vu plus haut, OA. esl égal à O'A el OC ii OC. 
On a donc, eu divisant par 2, comme précédemment, 

OA < OC. 

Si 1"0Q avait considéré une oblique OB moins écartée que OC, 
mais de côté différent du point H, il suffirait de reporter dans le 
sens HC une longueur HA = HB : l'oblique OA serait égale à OB [2") 
et plus petite que OC, d'après ce que nous venons de voir. 

30. Réciproquement. — Si deux obliques sont égales, leurs pieds 
sont êgalevient écartés du pied de la perpendiculaire, sans quoi elles 
seraient inégales ; et, si deux obliques sont inégales, celle qui est la 
plus longue est plus écartée que l'autre. 

31. On appelle distance d'un pohit à une droite la longueur de ia 
perpendiculaire abaissée du point sur la droite. Le théorème précé- 
dent montre qu'en effet celte perpendiculaire est le chemin le plus 
court pour aller du point à la droite. 

32. Théorème. — i" Tout poinl situé sur la perpendiculaire an 
milieu d'une droite est également distant des deux extrémités de cette 
droite; 2" tout point non situe sur cette perpendiculaire esl inégale- 
ment distant des deux extrémités de la droite. 

1" Soit M un point situé sur la perpendiculaire au milieu de la 
droite AB [fig. 32). Les droites MA, MB sont égales comme obliques 
également écartées du pied de la perpendi- 
culaire MO; 

2" Soit M' un point non situé sur la pcr- /\'^ 

pendiculaire au milieu de AB : situé, par / /\\ 

exemple, du côté de cette perpendiculaire // ; \^ 

oii se trouve le point B. Il en sera de même .. ^ \ — ^, \— 

du point 0', pied de la perpendiculaire abais- j-j^ 3j_ 

sée du point M' sur AB (sans quoi celle per- 
pendiculaire rencontrerait la précédente et, du point de rencontre, 
on pourrait abaisser deux, perpendiculaires sur AB). 
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On aura donc O'A > O'B, eL il en résultera [29) 
M'A > M'B. 

Remarque I, — On aurait pu démontrer cotte seconde partie 
d'une aulre façon en établissant la proposition équivalente : Toul 
point équidistant de ketdeB est silué sur la perpendiculaire au milieu 
de AB, laquelle résulte de ia réciproque du n° 30 (deux obliques 
égales ont leurs pieds également écartés du pied de la perpendicu- 
laire) ; ou encore des propriétés du triangle isoscèle (23, Remarque). 
Toutefois, il faut remarquer que notre manière de procéder a 
l'avantage de faire connaître laquelle des deux dislances est la plus 
grande, dans le cas où elles sont inégales. 

Remarque II. — La proposition que nous venons d'énoncer : 
7'out jjoint équidisiant de A et de B est sur la perpendiculaire 
au milieu de AB, est la réciproque de la première partie du 
théorème précédent. Nous avons donc ici deux modes de démons- 
tration d'une réciproque, tous deux différents de celui que nous 
avons rencontré au n" 15. Le premier consiste à reprendre en sens 
inverse le raisonnement primitif. C'est ce que nous avons fait dans 
la remarque précédente. Le raisonnement primitif (théor. préc, 1") 
partait de l'hypothèse que le point M était sur la perpendiculaire au 
milieu de AB, ou que MA et MB étaient également écartées du pied 
de la perpendiculaire, et en déduisait qu'elles étaient égales. 
Cette fois, on est parti de ce que le point M était également distant 
de A et de B, ou que les deux obliques étaient égales, et on en a 
conclu qu'elles étaient également écartées. 

Le second mode de démonstration de la réciproque consiste à 
démontrer ce que l'on nomme la proposition contraire. On appelle 
ainsi une proposition où l'hypothèse est le contraire de l'hypothèse 
primitive et la conclusion le contraire de la conclusion primitive. 
Ainsi la deuxième partie du théorème précédent est la proposition 
contraire de la première et équivaut à sa réciproque. 

33. Définition. — On appelle lieu géométrique d'un point qui peut 
occuper une infinité de positions, la figure formée par l'ensemble de 
ces positions. 

D'après cette définition, le théorème précédent peut s'énoncer : 
le lieu géométrique des points également dislaiils de deux jjoinis 
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donnés eil lu perpendiculaire au milieu de la droite qui joint ces deux 
points; car la figure formée par les points équidistanls de A et de h 
est bien la perpendiculaire au milieu de AB. 

On remarquera que, pour établir ce fait, il faut démontrer, comme 
nous l'avons fait : 1° que tout point de la perpendiculaire satisfait Èi 
la condition donnée ; 2° que tout point satisfaisant à cette condition 
est sur la perpendiculaire; ou, ce qui revient au même, que tout 
point non situé sur la perpendiciilaire ne satisfait pas h la condi- 
tion, La nécessité d'ane double démonstration de cette espèce se 
présentera de môme dans tous les problèmes relatifs aux lieux 
géométriques. 



EXERCICES 



16. Si (Jeux triangles rectangles sont tels que les côltis de l'angle ciroil 
sont respectivement plus petits que ceux du second, l'hypoténuse du prei 
petite que l'iiypoténuse du second. 

17. Si les angles B et C d'un triangle ABfi sont aigus et les c( 
inégaux, l'ordre dans lequel se suivent les lignes issues du sommet 
grand câté ; médiane ; bissectrice ; hauteur ; plus petit côté. 

18. La médiane d'un triangle non isoscéle est plus grande que la hi 
l'angle tornié par les côtés qui la comprennent, iimitce au troisième cô 
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CHAPITRE IV 

CAS D'ÉGALITÉ DES TRIANGLES RECTANGLES - PROPRIÉTÉ 
DE LA BISSECTRICE D'UN ANGLE 

34, Cas d'êg-alité des triangles rectangles. 

Les triangles rectangles présentent, bien entendu, les cas d'égalité 
des triangles quelconques. Par exemple, deux triangles rectangles 
sont égaux quand ils ont les côtés de l'angle droit égaux chacun à 
chacun (2= cas d'égalité des triangles quelconques). 

Outre les cas d'égalité précédents, les triangles rectangles en 
présentent deux autres qui leur sont particuliers. 

Premier cas d'égalité. — Deux triangles rectangles sont égaux 
quand ils ont l'hypoténuse égale et un angle aigu égal. 
Soient {fîg. 33) les deux triangles rectangles ABC.A'B'C, dans 
lesquels on a BC = B'C'.B = B'. Transpor- 
tons le second triangle sur le premier, 
de manière à faire coïncider les angles 
égaux B, B', Alors B'C prendra la direc- 
tion de BC et, comme ces deux lignes 
sont égaies, le point C viendra en C. B'A' 
Pi^ gj prend d'ailleurs la direction BA, et par 

conséquent C'A' doit venir suivant la per- 
pendiculaire abaissée du point G sur BA, c'est-à-dire suivant CA. 

Deuxième cas d'égalité. — Deux triangles rectangles sont égaux 
quand ils ont l'hi/poténme égale et un côté de Vangle droit égal. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, dans lesquels on a BC 
=: B'C ; AB =: A'B'. Transportons le second triangle sur le premier, 
de manière à faire coïncider les côtés égaux AB, A'B'. Le c6lé A'C 
prendra la direction AC. Nous aurons alors, du point B à la droite 
AC, deux obliques, à savoir BC et la nouvelle position de B'C, 
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lesquelles seront égaies d'après l'hypothèse, et, par suite (30), égale- 
ment écartées du pied de la perpendiculaire. On a donc A'C =: AC, 
d'où résulte l'égalité des deux triangles. 

35. Théorème. — Quand deux triangles rectangles ont l'hypoténuse 
égale et un angle aigu inégal, les côtés opposés aux angles inégaux sont 
inégaux, et au plus grand angle est opposé le plus grand côté. 

Soient {fig. 34) les triangles ABC,A'1{'G', dans lesquels nu a 
BC:=B'C; B>B'. Je dis 
que l'on a aussi AC > A'C 

Pour le voir, nous pro- 
longeront AC d'une lon- 
gueur égale à lui-même 
suivant AD, et de même A'C 
suivant A'D'. On aura tout 

d'abord (29) BD = BC ;= B C = B'D'. De plus, dans le triangle isoscèle 
BDC, la médiane BA sera aussi bissectrice, de sorte que l'angle DBC 
sera double de l'angle B primitif. De même l'angle D'B'C sera double 
de l'angle B' primitif, de sorte que l'on aura DBC > D'B'C'. 

Les deux triangles DBG, D'B'C auront alors un angle inégal 
compris entre côtés égaux chacun à cliaeun, d'où rosulle DG>-D'C' 
et, par suite, AOA'C. 

36. Théorème. — La bissectrice d'un angle est le Heu des points 
situés à n.nlérieur de l'angle et éguîdisiants 

de ses côtés. 

La démonstration, ainsi qu'il a été expli- 
qué précédemment (33), se compose de 
deux parties : 

1° Tout point situé sur la bissectrice est 
également distant des deux côtés. 

Soient [fig. 35) l'angle BAC et le point M 
situé sur la bissectrice de cet angle. Si du 
point M nous abaissons sur les côtés les 
perpendiculaires MD, ME, les deux triangles ' 

rectangles AMD, AME seront égaux comme 
ayant riiypotônnse égale et un angle aigu (en A) ég^l par hyputlièse. 
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Donc les doux perpendiculaires MD, ME seront égales. 

1" Tout point silvé à l'intérieur de l'angle, mais non stii' la bisnec- 
trice, esl inégalemeid distant des deux côtés de l'angle. 

Soit le point M' situé, par exemple, entre la bissectrice et le 
côté AC. Alors l'angle BAM' sera plus grand que l'angle M'AC. Si 
donc nous abaissons sur AB et AC les perpendiculaires M'D', M'E', 
les deux triangles rectangles AM'D', AM'E' auront l'hypoténuse 
commune et les angles en A inégaux ; M'D' sera donc (35) plus grand 
que M'E'. 

De même que pour le théorème du n" 32, nous aurions pu démon- 
trer, au lieu de la proposition contraire donnée en 2°, la réciproque : 
Tout point situé à Hnténeur de l'angle et également distant de ses côtés 
est sw la bissectrice. Pour cela, reprenant en sens inverse le raison- 
nement primitif, on aurait considéré un point M {^g. 35] supposé 
également distant de AB et de AC, et on aurait appliqué aux deux 
triangles rectangles AMD, AME, dans lesqiiels l'hjpoténuse est 
commune et MD =: ME, le second cas d'égalité (34). On aurait ainsi 
démontré l'égalité des angles en A, d'où résulte que AM est la 
bissectrice. Mais on n'aurait pas su ainsi laquelle des deux distances 
est la plus grande, lorsqu'elles sont inégales. 

Corollaire. — Xe Heu des points également distants de deux droites 
qui se coupent se compose des deux bissectrices (17) des angles formés 
par ces droites. 

EXERCICES 

19, Démontrer qu'un triangle est isoscèle si litmn haa'.tiirs sont égales. 

30. Plus généralement, dons tout triangle, k tin plus grand cùli coiTespond une 
plus petite liiiuteur. 
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CHAPITRE V 
DROITES PARALLÈLES 



37. Quand deux droiles sont coupées par une même sécanlo 
{fig. 36), cette dernière forme, avec les deux premières, huit angles 
numérotés sur la figure et dont les relations mutuelles sont 
exprimées parles dénominations suivantes: 

Deux angles tels que 3 et 5 {fig. 36), regardant intérieurement 
par rapport aux deux droites 
et de côtés difl'érentsde la sé- 
cante, sont dits n/te'nes-iHfenies; 

Deux angles tels que 3 et li, 
situés intérieurement par rap- 
port aux deux droites, mais du 
même côté de la sécante, sont 
d\\s intérieurs du même côU ; 

Deux angles tels que (j et "2, 
situés du même côté de la 
sécante et regardant Tun inté- *'"* ^^' 

rieuremcnt, l'autre extérieurement, sont dits correspondants. 

38. Définition. — On nomme droiles parallèles deux droites 
situées dans le même plan et qui, si loin qu'on les prolonge dans 
les deux sens, ne se rencontrent pas. 

Théorème. — Bevx droites étant coupées par une même sécante, 
ces deux droiles sont parallèles : 
i" Si les. angles intérieurs du même côté sont supplémentaires (') ; 
2° Si les angles alternes-internes sont égaux ; 




y Google 



32 GÉOMÉTlifE. 

3" Si les angles correspondants sont égaux. 

1" Si les deux droites se rencon traient, soit d'un coté, soit de 
l'autre de la sécante, elles formeraient un triangle dans lequel (25) 
la somnae des deux angles intérieurs du même cijté serait plus 
petite que deux droits. 

Les deux autres cas se ramènent au premier : 

2" Si les angles alternes-internes 3 et S sont égaux, cela revient 
à dire que l'angle 3 est égal au supplément de l'angle 6, ou que 
les angles intérieurs du môme crjté sont supplémentaires ; 

3° Si les angles correspondants 6 et 2 sont égaux, les angles 3 et B 
sont encore supplémentaires , car Tanglo 3 est le supplément de 
l'angle 2. 

Ce théorème sert à dcmonti'er que deiiK droites sont parallèle?. 
Corollaire. ^ En particulier, deux droites, perpendiculaires A une 
même troisième dans titi même plan, sont paralUles. 

39. Théorème. — Par ttn point pris hors d'une droite, on peut 
mener une parallèle à celle droite. 

Soient le point et la droite xy {(ig. 3(i). On joindra le point à 
un point quelconque A. de xy, et la droite 00', qui fait avec OA 
un angle tel que AOO' + DAy = 2 droits, est parallèle à xg. 

40. La construction précédente pouvant être eflfectuée d'une 
infinité de façons, puisque le point A peut être pris arbitrairement 
surary, il semble qu'elle donne une infinité de parallèles distinctes. 

11 n'en est rien, d'apn 



Axiome ('). — Piu- un point pris hors d'une droite, on ne peiU 
mener qu'une parallèle à cette droite. 

Corollaires. — I. Deux droites distinctes parallèles à une même troi- 
siihne sont parallèles entre elles ; CS.T si elles avaient un point commun, 
i! passerait par ce point deux parallèles à la troisième droite. 

II. Si deux droites- sont parallèles, toute droite qui coupe la 

{I) Cet axiome es! connu sous lo nom do Posiulalum 'ÏEucUde. Ma réalilo. il doU élve 
consiâérd comme faisant pai'tio de la dotiDiUon des notions fondadiontsUs. (Voir la nolo B ft La 
fln du volume.) 
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pvemih-e coupe la seconde, sans quoi deux parallèles à li 
droite se couperaient('). 



dé 



41. Le théorème dii n" 38 admet une réciproque que nous allons 
Irer : 



Réciproque. — Quand deux parallèles sont coxipées par une même 
sécante ; 

'1° Les angles intérieurs du même côté sont supplémentaires ; 

2° Les angles alternes-internes sont égaux ; 

3° Les angles correspondants sont égaux. 

La démonstration est la même pour les trois parties. 

Soient deux parallèles AB, CD coupées par la sécante EFx 
{fig. 37}. Je dis, par exemple, que les angles correspondants 
a^EB, xFD sont égaux. En effet, 
nous pouvons faire en E, avec la 
droite EF, un angle a^EB égal 
à l'angle a;FD. La droite EB' sera 
dès lors parallèle à CD et, par suite, 
se confondra avec EB. 

Corollaires. — L Si deux droites 
font, avec une même sécante, deux 
angles intérieurs du même côté dont 
la somme diffère de deux angles 
droits, elles ne sont pas parallèles 
et se rencontrent du côté de la sécante o 
moindre que deux droits. 

II, Quand deux droites sont parallèles, toute perpendiculaire à 
l'une est perpendiculaire à l'autre. Car elle coupera nécessairement 
cette autre (40, Cor. II) et l'angle formé sera droit, d'après le 
théorème que nous venons de démontrer. 

RemabqUB. — Les angles correspondants égaux a^EB, a^FD' ont 
le même sens de rotation. Car un observateur placé dans le sens Ex 
verra les demi-droites EB, FD toutes deux à droite ou toutes deux 
à gauche. 




* la somme des angles 



(l)Nousi. 



rople de demi 



l'ob5urdo (Voir 24, Remarque I). 
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Les deux directions parallèles EB, FD, siluées ainsi du même et*) té 
par rapport à une sécante quelconque, sont diliis parallèles et de 
même sens. 

42. D'après le théorème du w 38 et sa réciproque, la définition 
précédemment donnée des parallèles reyient exaclement à celle-ci: 
Beux droites sont parallèles lorsqu'elles forment avec mte sécante 
quelconque des angles correspondants égaux [ou des angles alternes- 
internes égaux, ou des angles intérieurs du même côté supplémentaires). 

C'est cette dernière définition, équivalente à la première, qu'il 
convient en général d'utiliser de préférence à celle-ci. 

A la locution : droites parallèles, on substitue souvent celle 
de : droit-es de même direction, dont le sens est clair d'après les 
propositions précédentes. 

Remarque. — D'après ce que nous venons de dire, deux droites gui 
coïncident doivent être regardées comme un cas particulier de deux 
droites parallèles. 

43. Théorème. — Deux angles qui ont leurs côtés parallèles 
chacun à chacun sont égaux ou supplémentaires : égaux, si les côtés 
sont tous les deux de même sens ou tous les deux de sens contraire,- 
supplémentaires, si les côtés sont l'un de même sens, l'autre de sens 
contraire. 

En premier lieu, deux angles qui ont un côté commun et les 
seconds côtés parallèles et de même sens (fig. .38) sont égaux comme 
correspondants. Deux angles qui ont leurs 
côtés parallèles et de même sens sont donc 
égaux, car, avec un côté de l'un et un 
côté de l'autre, on forme un troisième angle 
égal à chacun des deux premiers. 

Si les deux angles ont un côté de môme 
sens et un côté de sens contraire, en pro- 
longeant dans l'un d'eux le côté qui est de 
pjj. 3j sens contraire, on forme un angle supplé- 

mentaire du premier et égal au second. 
Si les deux côtés sont de sens contraire, 
on prolongera les deux côtés du premier angle. On forme ainsi 
un angle égal au premier comme opposé par le sommet et, d'autre 
part, égal au second. 
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REMAHQnE. — Deux angles correspondants et, par suite, aussi deux 
angles qui ont leurs côtés parallèles et de même sens ayant le même 
sens de rotation, on peut encore dire : Deux angles qui ont leurs 
côtés parallèles sont égaux ou supplànentaires, suivant qu'Us ont ou 
non le même sens de rotation. 

Théorème. — Deux angles gui ont leurs côtés perpendiculaires 
chacun H chacun sont égaux ou supplémentaires, suivant qu'Us ont 
ou non le même sens de rotation. 

Soient les deux angles BAC, FA'C {fîg. 39), tels que A'iî' et A'C 
soient respectivement 
perpendiculaires à AB 
et AC. Menons la per- ,c, 
pendiculaire AB[ à la 
droite AB, et retour- 
nons ensuite sur lui- 
même l'angle BjAC: le 
côté AB[ venant sur AC, 
la droite AB, perpendi- 
culaire à AB,, prendra une position AC, perpendiculaire à AC. Nous 
avons donc un angle B,ACi égal a l'angle donné BAC avec le même 
sens (car il dérive par retournement de l'angle CAB, qui est de sens 
contraire à BAC) et dont les côtés, respectivement perpendiculaires 
à ceux du premier, sont par suite parallèles à ceux de B'A'C Les 
angles BAC, B'A'C' étant égaux ou supplémentaires suivant qu'ils 
ont ou non le même sens de rotation, il en est de même des angles 
donnés, 

44. Théorème. — La >iomme des angles d'u 
deux droits. 

Dans le triangle ABC {fig. 40), 
prolongeons BC suivant Ca: et menons 
CE parallèle à AB. Nous formons en C 
trois angles (numérotés de 1 à. 3 sur 
la figure) dont la somme est égale à ^,^,^ ^^^ 

deux droits. Or ces trois angles sont 
respectivement égaux aux trois angies du triangle, savoi 



triangle est égale à 
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l'angle 1 qui est l'angle C du triangle; l'angle 2, égal à l'angle A (ce 
sont des angles alternes-internes formés par la sécante AC avec les 
parallèles AB, CE) ; l'angle 3, égal à l'angle B (ce sont des angles 
correspondants formés par la sécante BC avec les mêmes parallèles) . 

Corollaires. — I. L'angle extérieur d'un triangle est égal à la 
somme des angles intérieurs non adjacents. 

IL Les angles aigus d'un triangle rectangle sont complémen- 
taires. 

m. Si deux triangles ont deux angles égaux chacun à chacun, 
les troisièmes angles sont égaux. 

44 bis. Théorème. — La somme des angles inténeurs d'un polygone 
convexe (') est égale à autant de fois deux droits gu'îl y a de côtés 

Soit le polygone ABCDE {ftg. 41). En joi- 
gnant le point A aux autres sommets par 
des diagonales , nous décomposerons ce 
polygone en triangles. Il y a autant de 
triangles qu'il y a de cijtés moins deux ; car, 
le point A étant pris poiir sommet commun 
de ces triangles, tous les cotés du polygone 
servent successivement de base, excepté les 
deux qui aboutissent en A. Or la somme des angles de tous ces 
triangles donne la somme des angles du polygone. Le théorème est 
donc démontré. 

Si n est le nombre des eûtes du polygone, la somme des angles 
est de 2(h-2) ou 2»i-4 angles droits. 

Corollaire. ■ — La somme des angles extérieurs d'un polygone 
convexe, formés en prolongeant tous les calés dans le même sens, est 
égale à quatre droits. 

Car la somme de chaque angle extérieur et de l'angle intérieur 
correspondant donne deux droits. En additionnant les résultats 
obtenus aux n sommets, on obtiendra donc 2n droits, dont 2n-4 
sont donnés par la somme des angles intérieurs. La somme des 
angles extérieurs fournit par conséquent les 4 droits qui manquent. 

(1) I.o Uidovème se démontro égalemeot, avec ud pou plus do difficulld, pour an poljgoiio 
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EXERCICES 



21. Dans un triangle ABC, si, pai' le point d'iiilerseclion des Liisscctriecs lies 
angles B et C, on mène une {larallèle MN à BC, limitée en M et N au\ côtés AB, 
AC, cette parallèle est égale k la somme des segments BM, CN. 

Que devient cet énoncé lorsqu'on mène la parallèle à EG pai- le point de rencontre 
des blsseotricea des angles extérieurs en B et C; — par le point de rencontre de !a 
bissectrice do l'angle en Bavec la bissecti'icede l'angle extérieur en C7 



Si. Démontrer le théorème du n" 44 tis en décomposant le polygoii 
par des droites issues d'un même point intérieur. 



23. Étaut donné un triangle qiielcoj 


ique ABC, on mén 


e, du point A au côté BC, 


deuit droites AD. AE dont la première tait avec AB u 


n angle égal k l'angle G, 


pendant que la seconde fait avec AC i 


m angle Sgal à l'a 


ngle B. Démoni™r que le 


triangle ADE est isoscèle. 






24. Dans tout triangle ABC: 






1° La bissectrice de l'angle A fait a\ 


'ec la hauteur issi 


le de A un angle égal à la 


demi- différence des angles B et C; 







2' Les bissectrices des angles B et C font entce elles un angle égal à 1''' 
3° Les bissectrices des angles osiérieurs en B et C font entre elles 



35. Dans un quadrilatère convexe : 

1° Les bissectrices de deuï augles consécutifs font entre elles un angle égal à la 
demi-somme des deux autres angles; 

S' Les bissectrices de deux angles opposés font entre elles un angle siippicmen- 
taire de la demi-différence des deuï autres angles. 
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CHAPITIÎK YI 

DES PARALLÉLOGRAMMES. - DES TRANSLATIONS 

45. Parmi les quadrilatères, on considère en particulier les Ira- 
pêzes et les parallélogrammes. 

\0n nomme trapèze {fig. 42) / — —y 

un quadrilatère dont deux côtés / / 

sontparallèles.Ces côtésparal- / / 

Pi^ ^j lèles sont dits les bases du y^^ ^^ 

trapÈze. 
On nomme parallélogramme ifig. 43) un quadrilatÈro dont les 
côtés sont parallèles deux à deux. 

Théorème. — Dam un parallélogramme, les angles opposés sont 
égaux, les angles adjacents à un même côté supplémentaires. 
En effet, dans le parallélogramme ABCD {flg. 44), les angles 
A et B adjacents au même côté AB sont des 

r 7 angles intérieurs du même côté par rapport aux 

/ / parallèles AD, BC, coupées par la sécante AB : 

/ / ils sont donc supplémentaires. Quant aux angles 

" '^ opposés A, C, ils sont égaux comme ayant leurs 

'"■ *^' côtés parallèles et de sens contraires. 

Remarque. — On voit qu'il suffit de connaître un angle d'un 

parallélogramme pour les connaître tous. 

Réciproque. — Si, dans un quadrilatère, les angles opposés sont 
égaux, le quadrilatère est un parallélogramme. 

En effet, la somme des angles de tout quadrilatère est égale à quatre 
droits (44 bis). Mais si on a A ^ C, B =: D, la somme des quatre 
angles Â-f-B + C + D pourra s'écrire 2A + 2B, On aura donc 
A + B=:2dr, et les droites AD, BC seront parallèles, comme 
formant avec AB deux angles intérieurs du même côté supplé- 
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menlaires. Ori démontrerait de même que AB est parallèle à CD. 

46. Théorème. — Dans tout parallélogramme, les cotéx opposés 
sont égaux. 

Dans le parallélogramme ABCD [fig. 45), menons * _6 

la diagonale AC. Elle décompose le parallélogramme / '■, / 
en deux triangles ABC, CDA, lesquels sont égaux / '\ V 
comme ayant le côté AC commun compris entre i^ "a 

deux angles égaux chacun à chacun : A[ = C, ^'q- ^'-i. 

comme alternes-internes formés par les parallèles 
AB, CD; Aj = C^ comme aUernes-inlernes formés par les parallèles 
AD, BC. 

Ces triangles égaux donnent bien AB = CD; AD = BC. 

Dans ce théorème, l'hypolhèse se compose de deux parties : 
1° deux côtés opposés sont parallèles; 2' les deux autres sont 
également parallèles. De même, la conclusion se compose de deux 
parties : l"deux côtés opposés sont égaux; 2° les deux autres sont 
aussi égaux. 

Comme, dans la proposition réciproque, on peut former la 
conclusion, soit totalement, soit partiellement avec l'hypothèse 
primitive et vice versa, le théorème précédent a deux réciproques. 

Réciproques. — Un quadrilatère est un parallélogramme : 

1° Si les côtés opposés sont égaux; 

2° Si deux côtés opposés sont égaux et parallèles. 

1° Dans le quadrilatère ABCD [fig. 4S), supposons AB ~ CD avec 
AD = BC. Menons encore la diagonale AC. Les triangles ABC, CDA 
seront égaux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. 
Les angles A[,C| seront donc égaux, et comme ces angles occupent 
par rapport h la sécante AC la position d'alternes-in ternes, les 
droites AB, CD qui les forment sont parallèles. De même l'égalité 
des angles A^, C^ prouve le parallélisme des droites AD, BG. 

2" Supposons maintenant ÂB = CD avec AB parallèle à CD, Les 
deux triangles ABC, CDA seront encore égaiix, parce qu'ils auront un 
angle égal (A, ;=Cj comme aiternes-internesj compris entre côtés 
égaux chacun à chacun : AC commun et AB^=CD. De l'égalité des 
deux triangles résultent l'égalité des angles Aj, C^ et le parallélisme 
des côtés AD, BG. 
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47. Théorème. ^ Dans un parallélogramme, les diagonales se 

coupent muluellement en parties égales. 

Dans le parallélogramme ABCD {fig. 46). 
menons les diagonales AC, BD qui se coupen' 
en 0. Les deux triangles ABO,CiX) soni 

" j,^^, ^u " égaux comme ayant leurs angles égaux cha- 

cun à chacun et le côté AB = CD (théor, 

p!-écéd.).Ûn a donc .\0~ CO, 130 = DO. 

C. Q. F. D. 

Réciproque. — Un (/uadrilaléi'e est un parallélogramme si les 
diagonales se coupent mutuellement en parties égales. 

Supposons, eh effet, dans le quadrilatère ABCD (fig. 4t)), AD =: CO, 
BO = DO. Les deux triangles ABO, CDD seront égaux comme ayant 
un angle égal (les angles en égaux comme opposés par le sommet) 
compris entre côtés égaux chacun à chacun. Leurs angles en A et C 
seront donc égaux et, par suite, AB sera parallèle à CD, L'égalité des 
triangles ADO, ECO prouvera de même que AD est parallèle h. BC. 

Rbjurque. — Nous avons démontré les réciproques des n°' 46 
et 47 en reprenant en sens inverse les raisonnements primitifs, 
comme il a été expliqué au n''32, Remarque II. 

48. On appelle rectangle un quadrilatère dont les angles sont 
égaux, et par conséquent tous droits. Un rectangle est un parallélo- 
gramme, puisque les angles opposés sont égaux. 

On appelle losange un quadrilatère dont les quatre côtés sont 
égaux. Un losange est un parallélogramme, puisque ies cOtés 
opposés sont égaux. 

Donc, dans un rectangle comme dans un losange, les diagonales 
se coupent en leur milieu commun, 

Théorème. — Dans un rectangle, les diagonales sont égales. 

Dans le rectangle ABCD {/ig. 47), les diago- 
nales AC, BD sont égales; car les triangles ACD, 
BGD, ayant l'angle ADC = DCB comme droits, le 
côté DC commun et AD ^ BC comme côtés opposés 
^'"^ "■ d'un parallélogramme, sont égaux. 

Corollaire. — Bans un triangle rectangle, la médiane issue du 
sommet de l'angle droit est la moitié de Vhypoténiise. 
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Car en menant, par les cxlrémiti'is de l'hypoténuse, des ijarallèlcs 

aux côtés de l'angle droit, on forme un rectangle dont la médiane 

considérée est la demi-c 



Réciproque. — Tout parallélogramme dans lequel les diago)iale>i 
sont égales, est un rectangle. 

Soit le parallélogramme ABCD {fig. 47), dans lequel les diagonales 
sont égales. On a AD = BC : par conséquent les triangles ADG, BCD 
sont égaux, comme ayant leurs trois côtés égaux chacun h chacun. 
Les angles ADC, CDB sont donc égaux et, comme ils sont supplé- 
mentaires, ils sont tous deax droits, d'où résulte que le parallélo- 
gramme est un rectangle. 

Corollaire. — Un triangle dans lequel la médiane est la liwiiiè du 
côté correspondant, est rectangle. 

Théorème. — Bans un losange, les diagonales sont perpendiodaires 
entre elles et bissectrices des angles. 

Si le quadrilatère ABCD {flg. 48) est un losange, y\ 
le triangle ABD est isoscèle. La diagonale AD, / ; \ 
étant médiane de ce triangle, est en même temps / ; \ 
hauteur et bissectrice. p/ !_ Xe 

Réciproque. — 7'out parallélogramme dans \ | / 

lequel les diagonales sont perpendiculaires, est un \ ' / 

losange. \/ 

En effet, cliaque sommet sera équJdistant des 
deux sommets adjacents, comme étant sur la 
perpendiculaire au milieu de la diagonale qui joint ces deux 
sommets. 

49. Un carré est un quadrilatère dans lequel tous les cotés sont 
égaux et tous les angles droits. 

Un carré est donc à la fois un losange et un rectangle, de sorte 
que les diagonales sont égales, perpendiculaires et se coupent en 
leurs milieux. 

Réciproquement, tout quadrilatère dans lequel les diagonales 
sont égales, perpendiculaires et se coupent en leurs milieux, est un 
carré. 

Deux carrés de même côté sont égaux. 
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50. Translations. 

Lemme. — Daux figures F, F' sont égales, avec le même sens de 
rotation, si leurs points se con-espondent de telle façon qu'en prenant 
trois points A, B,C de l'une et les jioints correspondants A',B', Ç' de 
l'antre, les triangles ainsi formés soient toujours égaux avec le même 
sens de rotation, quel que soit le point C. 

En effet, soient les deux points A, B de la figure F et leurs homo- 
logues(') A', B'. AB devra évidemment être égal à A'B'. Transportons 
la seconde figure sur la première de façon ix faire coïncider ces 
deux lignes égales. Je dis qu'alors les deux figures coïncident 
complètement. Soient en eflfet un troisième point C de la première 
figure et son homologue C. Les deux triangles ABC, A'B'C étant 
égaux, l'angle B'A'C est égal h. BAC et de même sens. Donc, guand 
on fait coïncider A'B' avec AB, la droite A'C devra venir dans la 
direction AC. Comme d'ailleurs A'C — AC, le point C vient en C. La 
même démonstration s'appliquant à, tous les points de nos deux 
ligures, la coïncidence est complète. 

Remarques. — I. Nous venons de trouver pour l'égalité de deux 
figures une condition suffisante; cette condition est d'ailleurs 
évidemment n 



II, Du raisonnement précédent résulte : 

Pour faire coïncider entre elles deux figures égales et de même sens, 
il suffit de faire coïncider deux points de l'une des fi(jures avec leurs 
homologues respectifs. 

5t. Théorème. — Si, par tous les jjoints d'une figure, on mène des 
droites égales, parallèles et de même sens, les extrémités de ces droites 
forment une figure égale à la première. 

Soient d'abord deux points A, B de la première figure, auxquels 
correspondent les points A', B' de la seconde. Les droites AA', BB' 
étant parallèles et égales, le quadrilatère ABA'B' est un parallélo- 
gramme. Donc A'B' est égal el parallèle à AB, avec ie même sens. 
Ainsi les droites qui joignent les points homologues sont égales, 
parallèles et de même sens. 

Dès lors à, trois points quelconques correspondent trois points 
formant un triangle égal, et comme les angles de ces triangles ont 

(1) On oomino sinsl les points qui ao corraapondeol ilans los doux (Iguros. 
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leurs eûtes parallèles et de même sens, les sens de rotation sont les 
mêmes. Les deux figures sont donc égales. 

L'opération par laquelle on passe de la première figure à la 
seconde a reçu le nom de translation. On voit qu'une translation est 
déterminée quand on se donne en grandeur, direction et sens le 
segment, tel que AA,', qui va d'un point à son homologue. Aussi 
désigne-t-on une translation par les lettres d'un tel segment : on 
dit, par exemple, la translation ÂA'. 

Corollaires. — L Si, par toits les points d'une droite, on mène des 
droites égales, parallèles et de même sens, le lieu des extrémilés de ces 
droites est mn: parallèle à la droite primitive. 

En particulier, le lieu des points situés d'un même côté d'une droite 
et à vne distance donnée de cette droite, est ■une parallèle à la droite. 

II. Deux parallèles sont partout équidistantes. 

On peut donc parler de la distance de deux parallèles. 

IIL Le lieu des points éqnidistanls de deux droites parallèles est une 
troisième droite parallèle aux premières. 

EXERCICES 



96. Un quadrilatère qui a. deux côtés égaux et les Jeux autres parallèles est, soit 
un parallélogramme, soit un trapèze (dit trapèze ïsoscèle) qui a un iixe de syinétrie, 

97. Toute droite meniSe par le point d'intersection des diagonales d'un parallélo- 
gramme est divisée par ce point et deux eûtes opposés en deux parties égales. 

En raison de cette circonstance, le point d'intersection ■ des diagonales d'un 
parallélogramme est dit le centime de ce polygone. 

as. Deux parallélogrammes inscfils l'un dans l'aiilre, c'est-à-dire tels que les 
quatre sommets du premier soient respectivement sur les quatre cfités du second, 
ont même centre. 

29. Un angle d'un triangle est aigu, droit ou obtus, suivant que le côté opposé 
est inférieur, égal ou supérieur à la médiane correspondante. 

30. Si, dans un triangle rectangle, l'un des angles aigus est double de l'autre;, 
l'un des côtés de l'angle droit est la moitié de l'iiypoténuse. 

TUA NSL AT IONS 

31. Lieu des points tels que la somme ou la diiférence de leurs distances à deiiï 
droites données soit égale à une longueur donnée, 

3?, On donne deux parallèles et deui points A et B extérieurs à ces parallèles el 
situés de part et d'autre : quelle est la ligne brisée la plus courte joignant ces deux 
points, de manière que la portion comprise entre les deux parallèles ait une 
direc 
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DROITES CONCOURANTES DAMS UN TRIANGLE 



52. Théorème. — Dans tout U-iangle, les perpendiculaires élevées 
■ur les milieux des côtés se coupent en im même point. 

Soille triangle ABC (jffj. 49). [.es perpendiculaires aux milieux des 
côtés AB, AC, n'étant pas parallèles (sans quoi 
AB et AC se confondraient) se coupent en un 
certain point 0. Il s'agit de montrer que ce 
point appartient aussi à la perpendiculaire au 
milieu de BC. 
Le point 0, étant sur la perpendiculaire au 
milieu de AB, est également distant de A et de B ; de même, étant 
sur la perpendiculaire au milieu de AC, il est également distant de A 
et de C. Donc il est également distant de B et de C et, comme tel, 
appartient à la perpendiculaire au milieu de BC. 

53. Théorème. — Dans tout triangle, les trois hauteurs se coupent 
en un mémepoiiit. 

Soit le triangle ABC (fy. 50). Menons par le point A une parallèle 
à BC, par B une parallèle à AC, 
par C une parallèle à AR. Nous 
formons ainsi un nouveau triangle 
A'B'C. Je vais démontrer que les 
hauteurs du triangle ABC sont les 
perpendiculaires aux mUieux des 
\.'' côtés du nouveau triangle, d'oti 

* résultera bien qu'elles sont con- 

courantes. 
Le parallélogramme ABCB' nous donne BC = AB'; le parallélo- 
gramme ABCC nous donne de même BC ^ AC, de sorte que le 
point A est bien le milieu de B'C La hauteur AD du triangle ABC 
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i donc bien par le milieu de B'C et, de plus, sera per- 
pendiculaire à B'C, puisqu'elle est perpendiculaire à sa paral- 
lèle BC. 

Gomme le même raisonnement peut se répéter pour les deux 
autres hauteurs, le théorème est démontré. 

54. Théorème. — Bans tout triangle : 1° Us bissectrices des trois 
angles se coupent en un même point; 2" la bissectrice d'un angle et 
les bissectrices des angles extérieurs non adjacents se roxipent en un 
même point. 

1° Dans le triangle 
ABC f/î(/. 51), menons 
les bissectrices des 
angles B et G : elles 
se coupent en un 
point intérieur au 
triangle. Ce point, 
appartenant k la bis- 
sectrice de l'angle .,• 
B, est également dis- 
tant de AB et de BC. 
De même, apparte- 
nant h la bissectrice 
de l'angle C, il est 
également distant de 
AC et de BC. Il est fig. r,i. 

donc également dis- 
tant de AB et de AC, et, comme il est intérieur à l'augle A, il est 
sur la bissectrice de cette angle. 

2" Les angles extérieurs G Ba:, BCi/ ayant une somme moindre que 
quatre droits, leurs moitiés auront une somme moindre que deux 
droits. Les bissectrices de ces deux angles se couperont donc 
(41, corollaire) en un point 0' intérieur à l'angle A, Ce point 0' sera, 
comme ie précédent, équidistant des trois côtés du triangle. Il 
appartiendra donc à la bissectrice de A. 

55. Théorème. — La droite, qui joint les milieux: de deux côtés d'un 
triangle, est parallèle au troisième côté et égale â sa moitié. 
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Dans lo triangle ARC i'/^^. !J2), soienL 1) le milieu de Ali, E le 
milieu de AC. Prolongeons la droite 
DE, au delÈi du point E, d'une lon- 
gueur ^gale à elle-même jusqu'en F. 
Le quadrilatère ADCF sera un paral- 
lélogramme [47) et, par suite, CF sera 
égal et parallèle- à DA, ou, ce qui 
revient au même, à BD. Alors le qua- 
drilatère BDCF est à son tour un 
parallélogramme. Donc : i° DE est parallèle à BC ; 2° DE, moitié 
de DF, est égal à la moitié de BC. 

55Hs. Théorème. ^ Les trois médianes d'un irianglesc coupent en 
un même point, situé au tiers de chacune d'elles à partir de la base 
correspondante. 

Soient d'abord, dans le triangle ABC, deux médianes BE, CF 
(fig. S3) : je dis que leur point d'intersection G est au tiers de cha- 
cune d'elles. Pour le voir, appelons M et 
N les milieux de BG et de CG. La droite MN, 
joignant les milieux de deux côtés dans le 
triangle BCG, est parallèle à BC et égale à 
sa moitié. Mais EF est aussi parallèle à BC 
et égale à sa moitié. EFMNest alors un paral- 
lélogramme dans lequel les diagonales 
^"^^ °^- se coupent en leurs milieux. On a donc 

EG = GM = MB et FG ^ GN = NC. 
Ainsi la médiane BE passe par le point situé au tiers de CF. Mais 
le même raisonnement prouverait que la troisième médiane. AD 
passe aussi par ce même point. Le théorème est donc démontré. 

Rebiarqub. — Le point de concours des médianes est aussi nommé 
centî'e de gravitii du triangle. La raison de cette dénomination est 
donnée en mécanique. 




EXERCICES 

33. Joindra un point donné an point ùs rencontre de deux droites données, 
mais qui se coupent en-dehors des limites du desàiiiln' 33). 

34. Dans tout trapèze, les mllieoS des côtés non parallèles et les milieux des 
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diagonales sont sur uiio même droite, parallèle aux bases. La distance entre les 
milieux des cûtÉs non parallèles est égale à la demi-somme des bases; la iiistanec 
entre les milieu: des diagonales, à la demi-dilTérence de ees bases. 

35. Si, des points A,B et du milieu C de AB on aliaisse des perpendiculaire^ 
sur irae droite quelconque, la perpendicuKne abaissée du point C tst éfji.le à, li 
demi-somme des deux premières ou à leur demi différence sunant qus, telles ci 
sont de même sens ou de sens conlraire. 

36. Les milieux des côtés d'un quadrilateie queltopque sont les suniniel-s dun 
parallélogramme. Les côtés de ce parallélogiamme sont leapectivemeut parallèle-. 
aux diagonales du quadrilatère donné et égaux aux moitiés de ce^ dia^ouales Son 
centre est au milieu de la droite qui joint leb mdiouxdesdngunalesdu q^^dr]latét<. 
donné. 



37. Démontrer que les médianes d'un triangle ABC sont concourantes, en prolon- 
geant la médiane CF (fîs- 53] au delà du point F, d'une longueur égale à FG. 

38. Étant données trois droites concourantes en un même point {toutes 
distinctes entre elles) et un point A sur l'une d'elles, montrer qu'il existe : 

1* Un triangle ayant un. sommet en A et les droites données pour hauteurs (un 
cas d'exception] ; 

3' Un triangle ayant un sommet en A et les droites données pour médianes ; 

3° Uu triangle ayant un sommet en A et les droites données pour bissi 
ses angles intérieurs ou extérieurs (un cas d'exeeptiou) ; 

4° Un triangle ayant le milieu d'un côté en A et les droites données p 
dieulaires aux milieux des côtés (ramènera 1°). 



PROBLEMES 



ao. Dans tout triangle, à tout plus grand côté correspond une plu:; petite 

4.0. On admet qu'une bille de iJlUard qui vient frapper une bande rectiligne se 
réflécliit de manière que les deux droites suivies avant et après le choc soient 
également inclinées sur la bande. 

Cela posé, soient D., Di, ... Dn, n droites d'un plan; A,B, deux points situés du 
même côté de chacune de ces droiles. Daus quelle direction faut-il' lancer une bille 
du point A pour qu'elle aille passer au point B après s'être réfléchie successivement 
sur les droiles données ? 

Démontrer que le chemin ainsi suivi par la bille est la ligne brisée la plus courte 
qui aille du point A au point B en ayant ses sommets successifs sur les droites 
données C), 

(1) Ijoraqu'il n'y a qu'une saule droite, le problème se ràduit fl celui qui faii l'objet des 
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48 GÉOMÉTRIE. 

Cas particulier. — Les droites lîonnées sont les quatre côtés d'un rectanBle, pris 
dans leur ordre naturel; le point B coïncide avec le point A, qui est d'ailleurs pris 
i. l'intérieur du rectanp;le. — Montrer, dans ce cas. que le chemin parcouru par la 
bille est égal à la somme des diagonales du redangle, 

41. Dans un triangle isoscèle, la somme des distances d'un point de la base aux 
deux autres côtés est constante. — Que devient cet énoncé lorsque l'on considère 
un point pris sur un des prolongements de la base ? 

Dans un triangle équilatéral, la somme des distances d'un point intérieur aux 
trais c&tés est constante. — Que devient cet énonce lorsque le point considéré 
devient extérieur ? 

,par le milieu Dde BC, 01 
etle droite détermine sur 

,AB + AG AB — AC 
deux segments égaux respectivement à et — . 

43. Soient ABCD, DEFG deux carrés placés côte à côte, de manière que les côtés 
UC, DE aient même direction et que les côtés AD, DG soient en pralongement l'un 
(le l'autre. On prend, sur AD et sur le prolongement deDf , deux segments AH, CK. 
égaux à DG. Démontrer que le quadrilatère HBKIT est aussi un caiié 

H. Les bissecti'ioes des angles d'un parallélogramme forment un rectangle. Les 
bissectrices des angles extérieurs forment également un rectangle Les diagonales 
de ces deux rectangles sont situées sur les deux mêmes dioites, parallèles aux 
côtés du parallélogramme donné. Ces diagonales sont égales I une à la demi- 
difTérence. l'autre à la demi-somme ûes côtés <!u paiillélogiamme 

45. Sur les côtés AB, AC d'un triangle et ex lérieu rement à ce ti langle, on consiruil 
les carrés ABDE, ACFG {D et Fêtant les sommets opposés ■! A) Ptouver : 

1" Que EG est perpendiculaire à la médiane issue de F et double de cette 
médiane; 

2° Que le quatrième sommet 1 du parallélogramme dont les trois autres sommets 
sont E,A,G (E et G étant opposés) est situé sur la hauteur issue de A, dans le 
triangle donné ; 

3' Que CD, BF sont respectivement égauv et pei'pendicula.ires à Bf, CI cÀ si"; 
coupent aussi sur la hauteur issue de A. 

46. Ou donne un angle droit AOB et deux droites rectangulaires issues d'mi 
point P, la première coupant les côtés de l'angle donné en A,B, fa seconde coupant 
ces mêmes côtés en C, D. Démontrer que les perpendiculaires menées des 
points D, 0,C sur la droite OP interceptent sur AB des segments respectivement 
égaui à AP,PB| mais disposés en sens inverse. 
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LIVRE II 
DU CERCLE 



CHAPITRE PR]i;MIER 



INTERSECTION D'UNE DROITE ET D'UN CERCLE 



56, On nomme circonférence [fig. 54) le lieu des points d'un plan 
situés à une distance donnée d'un point donné de ce plan. Ce point 
est Je centre de la circonférence. La 
droite qui joint le centre à un point 
quelconque de la circonférence est un 
rayon. Par définition, tous les rayons 
sont égaux entre eux. 

D'après la définition précédente, 
quand nous voudrons exprimer qu'un 
point est situé sur la circonférence, 
nous exprimerons que sa distance au 
centre est égale au rayon. 

Une circonférence est une ligne qui sépare deux régions du plan : 
l'une comprenant les points dont la distance au centre est moindre 
que le rayon; l'autre, les points pour lesquels cette distance est 
supérieure au rayon. 

Les points de la première région sont intérieurs k la circonférence ; 
cette région se nomme le ccrcfe; les points de la deuxième région 
sont extérieurs à la circonférence. On ne peut passer par un chemin 
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50 GIÏOMÉTIUE. 

continu d'une de ces régions à l'autre sans traverser la circon- 
férence. 

On nomme arc{fig.^i) une portion de circonférence. La droite 
qui joint les extrémités d'un arc est la corde de cet arc. Il faut 
remarquer qu'une corde donnée correspond toujours à deux arcs 
différents, situés de côtés différents de la corde. 

On nomme diamètre {ficj. M) une corde qui passe par le centre. 
Un diamètre vaut deux rayons. 

57. Une circonférence est déterminée, d'après ce qui précède, 
quand on donne son centre et son rayon. 

Une circonférence est déterminée quand on donne un diamctrc, car 
le centre est le milieu du diamètre donné. 

Théorème. — Par trois points iwn en lij^ne droite on peut faire 
passer une circonférence, et une seule. 

Autrement dit, une circonférence est déterminée par trois points non 
en ligne droite. 

Soient en effet A, B, C(;îi?. 'i9) trois points non en ligne droite. 
Nous avons démontré (52) que les perpendi- 
culaires aux milieux des droites BC, CA., A.B 
concouraient en un môme point 0, équidistant 
de A, B, C. I.a circonférence décrite de comme 
centre, avec OA. comme rayon, passe par les 
trois points donnés. C'est d'ailleurs la seule qui 
réponde à cette condition, car ie centre d'une 
circonférence qui passerait par A, B, C devrait nécessairement 
appartenir aux trois perpendiculaires dont nous venons de parler. 

Corollaire. — On voit qu'î/ne circonfére^ice ne peut avoir deux 
centres différents, ni par suite deux rayons inégaux. 

58. Théorème. — Une droite nepeut rencontrer la circonfére^ice en 
plus de deux points. 

Si ta distance du centre à la droite est plus grande que le rayon, la 
droite ne conpe pas la circonférence. 

Si cette distance est plus petite que le rcnjon, la droite coupa la 
circonférence en deux points. 
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INTEBSECTION D'UNE DROITE ET D'UN CERCLE. 51 

Enfin, si la distance est égale au rayon, la droite a im seul point 
commun avec la circonférence. 
On dit, dans ce dernier cas, qu'elle est tangente. 

1° Du centre {fig. 55) abaissons sur la droite D la perpendi- 
culaire OH. Les points d'intersection de la droite et du cercle, 
étant tous équidistants de 0, sont par là même équidistants de H. Or 
une même longueur ne peut être portée à partir du point H sur 
la droite D de plus de deux façons différentes. 

2" Si, la distance, OH est supérieure au rayon, il en est de même, à 
fortiori (29), de la distance du centre à un point quelconque de la 
droite; donc tous les points de !a droite sont extérieurs au 
cercle. 

3" Si au contraire OH {fig. Sj) est plus petit que lo rayon, le point 
H est intérieur au cercle, mais, des 
deux côtés de H, il existe des points — -— ^ 
de la droite extérieurs au cercle. Il 
suffit, pour en obtenir, de poi'ter 
sur D, à partir de H, deux longueurs 
HP, HP', égales au rayon : les dis- 
tances OP, OP' seront nécessairement supérieures à ce même 
rayon. Il y aura donc deux points d'intersection, l'un entre H et P, 
l'autre entre H et P' ; ce seront d'ailleurs les seuls (1"). 

4" Si enfin 011 est égal au rayon [fig. S6) le point H est commun à 
la droite et au cercle; mais, de 

même qu'en 2", on voit que tout . , i;* 

autre point de la droite est extérieur /^ '■ ^^ 

au cercle. / ; \ 

Corollaire. — Par un point pris \ j 

sur la circonférence on peut lui mener \ j 

une tangente, et une seule, savoir la \ J 

perpendiculaire au rayon qui aboutit X.^^ ^/ 

en ce point. 

59. La définition précédente de la 
tangente n'est pas celle qu'il convient d'adopter pour la tangente à 
une courbe quelconque. 
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Définition. — On 




Time Uingunlfi h nnccourhe quelconque (/ij. o7) 
en un point M de cette courbe la po- 
sition limite vers laquelle tend la 
droite MM' lorsque le point M', décri- 
vant la courbe, se rapproche indé- 
finiment de M. Aiitrement dit (') : 

La droite MT sera dite la tangenfe 

en M si, pour n'importe quel angle 

!■,(., j7^ donné s, on peut assigner, des deux 

cotés du point M, deux arcs MM,, MM, 

tels que, pour toute position du point M' prise sur l'un de ces arcs, 

la droite MM' fasse avec HT ou son prolongement un angle moindre 

que e (^). 

Nous allons faire voir que cette définition, pour le cas du cercle, 

revient à celle que nous avons 

donnée plus haut. 

Menons au point M du cercle la 
perpendiculaire MT au rayon OM et, 
sur la corde MM' (fiij.ii&bis), abais- 
sons du centre laperpendiculaire OH . 
Cette droite, hauteur du triangle 
isoscèle OMM', est en même temps 
bissectrice de l'angle en 0. L'an- 
gle TMM' égal k MOH (puisqu'ils ont 
leurs côtés perpendiculaires) est donc la moitié de MOM , Or ce 
dernier peut devenir plus petit que tout angle donné, si l'on rend 
le point M' suffisamment voisin de M. 

60. On nomme normale à une courbe, en un point, la perpendi- 
culaire à la tangente en ce point, La normale au cercle en un point 
n'est, par suite, autre chose que le rayon qui aboutit en ce point. 

Sur un cercle donné quelconque, il existe deux points {et deux 
seulement) tels que les normales en ces points passent par un point 
donné P du plan (différent du centre) : ce sont les extrémités du 
diamètre qui passe par le point P, 




, iS9t), cliap. ïii, 



!3 £8fonJ d'Ant/iméliqw de M. Tan 



m ArUhmétique {Leçons de ] 
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INTERSECTION D'USÉ nROlTE ET DTN CERCLE. 53 

60 bis. On nomme aiij/e de deux coiiffies, en un de leurs points 
d'intersection, l'angle formé par leurs 
tangentes en ce point(^3.S7 6îs). L'angle 
de deux cercles qui se coupent est donc 
égal k J'angle des rayons qui abou- 
tissent au point commun, ou à son 
supplément. 




EXERCICES 



47. Par tous les points d'une circonférence, onmènedesdroj 
il une mÈnie droite donnée. Quel esC le lieu des extrémités âe ■ 



etpavallàles 
point flM aux différeots poinis 



49. Soient AB un diamètre d'une circonl'éreii 
gement de ce diamètre, CDE une aScanie issu 

en D,E. Si la partie extérieure CD est, Ogale ; 
l'angle DOA. 



8, 0, C un point pris sur le prolon- 
du point C et qui coupe le cercle 

j rayon, l'anKle £0G pst triple de 
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CHAPITRE II 




PROPRIÉTÉS DU DIAMÈTRE 

61. Théorème. — Sur une circonférence quelconque, le poiiH le plus 
rapproché et le point le plus éloigné d'un point quelconque P du plan 
sont les pieds des normales qui passent par P. 

Si A est celui de ces deux points qui est situésur la demi-droite OP, 
B celui qui est sur la 
demi -droite opposée 
Ifii). S8 et S8 bis), la 
distance PA est la dif- 
férence de OP et du 
rayon, et la distance 
PB, la somme des 
mêmes longueurs. îln 
point quelconque M de la circonférence est donc à une distance 
du point P supérieure à PA et inférieure à PB, comme troisième 
côté du triangle OPM. 

La dislance PM va constamment en croissant quand le point M 
décrit la circonférence en allant de A vers B, car elle est opposée, 
dans le triangle OPM, à un angle qui va en croissant et qui est 
compris entre deux côtés constants. 

Corollaire. — Le diamètre est la plus grande corde du cercle. 
Si, en effet, on fait coïncider le point Pavec IcpoinL A, on voit que 
la corde PM est plus petite que le diamètre PB. 

62. Théorème. — l'out diamètre partage la circonférence en deux 
parties égales. Il est, pour cette figure et pour te cercle, un axe de 
symétrie. 
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PKOPItlÉTÉS DU DIAMÈTRE. 55 

Soi l[/i'^.o41 un diamètre CD qui divise la circonréreiice en deux arcs. 
Un point quelconque M de l'arc supérieur a pour symétrique un 
point de l'arc inférieur; car à une distance OM égale au rayon cor- 
respond, par symétrie, une distance 
OM' égale à la première. D'ailleurs on 
obtient ainsi tous les points de l'arc 
inférieur, puisque, de même, tout point 
de ce dernier a pour symétrique un point 
de l'arc supérieur. Donc le second arc 
est symétrique du premier. 

Remarque. — On voit que la circonfé- 

^'"•'- "'■ rence a une infinité d'axes de symétrie. 

Théorème. — Le diamètre perpendiculaire à une corde partage 

cette corde et chacun des arcx qu'elle sous -tend en deux parties égales. 

Car le diamètre perpendiculaire h une corde A.B, étant un axe de 

symétrie pour la circonférence et, d'autre part, pour le triangle 

isoscèie OAB, est un axe de symétrie pour la figure formée par leur 

ensemble. 

Corollaires. — Deux quelconques des cinq conditions suivantes : 
1° Être perpendiculaire h la corde ; 
2° Passer par le centre ; 
3° Passer par le milieu de la corde; 

A", S° Passer par le milieu de l'un des deux arcs sous-tendus 
déterminent une droite. 

Toutes les droites ainsi déterminées se 
confondent. 

Le lieu géométrique des milieux d'une 
série de cordes parallèles est le diamètre per- 
pendiculaire à ces cordes. 

La tangente est parallèle aux cordes que 
le diamètre du point de contact divise en 
""■ "'■ deux parties égales. 

Théorème. — Deux parallèles interceptent entre elles, sur la 
circonférence, des arcs égaux [fig. 59). 

Car ces arcs sont symétriques l'un de l'autre, par rapport au 
diamètre perpendiculaire aux deux parallèles. 
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EXERCICES 



50. Une circonférence passe par deux points fi:;es A et U. Soit C l'un des points 
dû cette circonférence rencontre une droite fixe perpenilicu luire à A8. Trouver le 
lieu du point diamétralement opposé à C, lorsque la circonférence varie sans cesser 
de passer par les points A, B. (Utiliser l'exercic* 34.) 

61. En divisant une corde en trois parties égales et joignant au centre les points 
de division, on ne divise pas l'angle au centre correspondant en trois parties égaies. 
— Quel est le plus grand des trois angles partiels? (Ex. 7.) 

Généraliser pour un plus grand nombre lie parties. 



CHAPITRE JII 
ARCS ET CORDES 

63. Deux circonférences de même rayon sont égales 
confondent si l'on fait coïncider leurs centres (57). 



■ Dans un même cercle ou dum Je^ cerrles égaux : 

i" A des arcs égaux correspondent des angles au centre égaux et des 
cordes égales, et réciproquement; 

2" De deux arcs inégaux, moindres qu'une demi-circonférence, le 
plus grand correspond au plus grand am/le au centre et à la plus 
grande corde. 

1° Si nous faisons coïncider les deux arcs égaux, les extrémités 
coïncidant chacune à. chacune, les cordes coïncideront. De plus, les 
centres coïncidant (57), les angles au centre coïncfdent. 

Inversement, si deux arcs correspondent à des angles au centre 
égaux, on peut faire coïncider ces angles au centre. Dans ces condi- 
tions, les centres coïncident et, les rayons étant égaux, les arcs 
coïncident nécessairement. 

Enfin, si les cordes sont égales, les angles au centre sont égaux 
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ARCS ET COUDES. 5" 

d'après le Li'oisiÈmc cas d'égalité des triangles et, par suite, les arcs 
sont aussi égaux. 

2° Deux arcs AB,A'B' {fig. 60) étant inégaux, on peut les trans- 
porter l'un sur l'autre, de manière à ce 
que le plus petit AB tienne à l'intérieur 
du plus grand A'B'. Dans cette position, 
les centres coïncidant en 0, l'angle au 
centre du premier sera compris à l'inté- 
rieur de l'angle au centre du second. 
La réciproque se démontre de même. 
D'ailleurs la corde AB sera plus petile 
que A'B', comme le montre le théorème 
du n" 28 appliqué aux triangles OAB, 
OA'B'. 




lie cercle ou dans des cercles égaux : 
')it également éloignées du centre, 



Théorème. — Dans 

1° JJeiix cordes ég< 
réciproquement; 

2° De deux cordes inégales, la plus 
grande est la moins éloignée du centre. 

i" Si, du centre 0, nous abaissons sur 
les cordes égaies AB,A'B' (fig. 61} les 
perpendiculaires OH, OH', les points 
H, H' seront respectivement les milieux 
des deux cordes, de sorte qu'on aura 
HA = H'A'. Les triangles rectangles 
OHA, OH'A' sont dès lors égaux (2° cas^ 

Inversement, si les deux cordes AB, A'B' 
sont également distantes du centre, les 
triangles rectangles OHA, OH'A' ont l'hy- 
poténuse égale et le côté OH = OH', d'où 
résulte HA = HA' et par suite AB = A'B'. 

2° Supposons la corde AB plus grande 
que A'B' {fig. 62). 11 en résulte que l'angle 
AOB est plus grand que A'OB' et, en 
abaissant les perpendiculaires OH, OH', 
que AOH est supérieur à A'OH'. Mais alors OAH, complément 
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du premier angle, est inférieur k ÔA'H', complément tlu second. 
Les deux triangles reclangles OHA, OH'A' ont donc l'iiypoténuse 
égale et un angle aigu inégal, d'où résulte (35) OH<OH'. 

64. Considérons une corde MM' i/ig. 63) qui se déplace de manière 
que sa distance au centre, d'abord plus 
petite que le rayon, augmente et devienne 
égale à ce rayon. Supposons, pour fixer 
les idées, que cette corde se déplace en 
restant perpendiculaire à un diamètre iixe 
OA, de façon à coïncider avec la tangente 
en A lorsque sa distance au centre sera 
égale au rayon. La longueur MM' diminue 
à mesure que la corde se rapproche de la 
tangente en A, d'après le théorème pré- 
cédent, et l'on peut prendre le point M assez voisin du point A 
(c'est-à-dire la corde assez voisine de la tangente) pour que cette 
longueur soit aussi petite qu'on le veut, puisqu'on a MM' <2MA. On 
voit donc que les points M, M' se rapprochent indéfiniment l'un de 
l'autre et tendent à se confondre au point A : ce qu'on exprime en 
disant que la tangente a, avec la circonférence, deux points communs 
confondus en k. Nous verrons que cette manière de parler permet 
d'énoncer plus rapidement un certain nombre de IhéorÈmes. 




EXERCICES 

52. Si deux cordes d'une drconfiÎL-ence sont égales et qu'on les prolonge, s'il y a 
lieu, jusqu'à leur point d'interseetion, les segmenta compris enlro ce point et les 
ciiti'émités des deux cordes sont égaux chacun à chacun. 

53. Quel est le lieu des milieus des cordes d'une circonférenee qui ont une 
longueur donnée? 

54. Quelle. est la plus petite corde d'une circonférence qu'on puisse mener jiar 
un [loint intérieur à cette courbe ? 
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CHAPITRE lY 
INTERSECTION DE DEUX CERCLES 

65. Deux circonfifreiices ne petivent avoir plus de deux points 
commims, d'après le théorème du n° 57. 

Théorème. — Lorsque deux circonférences se coupent, ta droite 
qui joint leurs centres est peipendiculaire sur la corde commune et la 
divise en deux parties égales. Lorsqu'elles ont un seul point commun, 
ce point est situé sur la ligne des centres, et réciproquement. 

Ea effel, la ligne des contres est pour les deux cercles uu axe de 
symétrie commun. Si les deux courbes se coupent eu un point non 
situé sur celte ligne, le second point commun est le symétrique 
du premier. Si le point commun est unique, il est par suite 
nécessairement sur la ligne des centres. 

Réciproquement, s'il y a uu point commun situé sur la ligne des 
centres, ce point est le seul commun. Car un second point d'inter- 
section serait, ou sur la ligne des centres, auquel castes deux 
circonférences auraient un diamètre commun; ou extérieur à cette 
ligne, ce qui entraînerait l'existence d'un troisième point commun. 
Dans les deux hypothèses, tes deux cercles coïncideraient. 

Définition. — On dit que deux courbes sont tangentes si elles ont 
laméme tangente au même point. 

D'après le théorème qui précède, cette définition, dans le cas de 
deux cercles, revient à celle-ci : Deux circonférences tangentes sont 
deux circonférences qui ont un seul point commun; car un point 
commun, oii la tangente est la même, est nécessairement un point 
de la ligne des centres, et réciproquement {58, Corollaire). 

66. Soient 0, 0' les centres de deux circonférences dont les 
rayons sont R, R', en supposant, pour fixer les idées, que R' soit le 
plus petit des deux : R'-^P. 
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Il peut se présenter cinq cas : 

1" 00'>R + R' (/?;/. 64}. 

Soit alors M un point situé sur la circonférence 0' ou inlérieur à 
cette circonférence, de 
sorte que O'M-^R'. On 
aura (26, Corollaire), 

OM>00'--0'M 
>R4-K' — 0'M>R. 

Donc, tout point com- 
pris dans le second cercle 
est extérieur au premier, 
et tout point du premier 
extérieur au second. Les deux circonférences sont dites extérietires. 




2" 00' 



= R-|- R'. Alors 00' peut être regardé comme 1 
deux segments 




somme de 
OA, C'A 
(fig. 6b), respectivement égaux 
à R et R'. Le point A est com- 
mun; d'ailleurs pour tout 
autre point, lesraisonnemenls 
précédents continuent h s'ap- 
pliquer. Les circonférences 
sont donc tangentes extériexi- 
remevl. 



■ R + R'>00'>R 



Dans ce cas, îe rayon R' est compris entre la somme et la diffé- 
rence des deux longueurs 
00', R. 

Donc, des deux poinls A,B 
où la circonférence coupe 
la ligne des centres, l'un est 
extérieur, l'autre intérieur à la 
circonférence 0' (^17. 66) ; par 
suite la circonférence 0, qui 
est une ligne allant du point 
A au point B, rencontre cette deuxième circonférence en un point 
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IXTERHECTION DE DEUX CEUCr.ES. 
difFérent de A et de B, c'est-à-dire situé en 
des centres. 

.Les deux circonférences ont donc deux points communs. Elles 
sont dites sécantes. 

4' 00' = R — R'. 

Dans ce cas, 00' peut être regardé comme la différence de deux 
segments OA, 0'A{fîg. 67} respectivement égaux h Tt, ft'. 1-e point A 
de la ligne des centres est commun, de 
sorte que les circonférences sont tangentes. 

Soit d'ailleurs M un point situé sur 
la circonférence 0' ou à l'intérieur de 
celte circonférence. On a successivement 

0M<00' + O'M < 00' + R', 

c'est-à-dire OM-^Il. 

Le point M est donc nécessairement à 
l'intérieur de la circonférence ou sur 

cette circonférence, ce dernier cas ne pouvant se présenter que 
pour le seul point A. Le cercle 0' tout entier, à l'exception du 
point A, est donc à l'intérieur de 0, Les 
circonférences sont tangentes intérieu- 
rement. 

5° QO'<R — R' (fy.-eS). 

Soit encore M un point intérieur à 0' ou 
situé sur 0'. 11 viendra. 

0M< 00' + O'M < 00' + R' < R. 

Donc, tout le cercle 0' est à l'inlérieur 
de 0. Les deux circonférences sont inlé- Fm. es. 

Heures l'une h. l'autre. 

L'énumération que nous venons de faire embrasse tous les cas 
possibles. Il en résulte que les réciproques des conclusions précé- 
dentes sont vraies. Par exemple, si deux circonférences sont 
sécantes, la distance des centres est comprise entre la somme des 
rayons et leur différence : cai" si cette dislance était ^supérieure à la 
somme des rayons, les circonférences seraient extérieures; si elle 
était égale à cette même somme, les deux circonférences seraient 
tangentes extérieurement, etc. 
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Ail resLc, chacuoe de ces réciproques se démontre directement. 
Ainsi, dans le cas des circonférences sécantes, le point d'intersection 
forme avec les deux centres un triangle et les lliéorèmes du n" 26 
fournissent ia conclusion précédente. 

On peut donc énoncer le tliéoréme suivant : 

Théorèmo. — 1° Si deux circonférences sont extérieures, ta distance 
des centres est plus grande que la somme des raijons, etréciproquemeni ; 

2° Si elles sont tangentes extérieurement, la distance des centres est 
égale à la somme des rayons, et réciproquement; 

3° Si elles se coupent, la distance des centres est comprise entre la 
somme des rayons et leur différence, et réciproquement; 

4° Si elles sont tangentes intérieurement, la distance des centres est 
égale à la différence des rayons, et réciproquement; 

B° Si rune est intérieure à l'autre, la distance des centres est moindre 
que la différence des rayons, et réciproquement. 

On peut encore dire : Deux cercles sont extérieurs, intérieurs, 
sécants ou tangents, suivant que les segments qu'ils déterminent sur la 
ligne des centres sont extérieurs, intérieurs, empiètent l'un sur l'autre 
ou ont une extrémité commune. 

■ 67. Si deux circonférences, d'abord sécantes, varient de manière 
à. devenir tanj^entes en iin point A, leurs points d'intersection se 
rapprochent indéfiniment l'un de l'autre et du point A (Voir 
Eiercice 53.) 

Aussi dit-on, comme précédemment (64), que deux circonférences 
tangentes ont deux points communs confondus. 



EXERCICES 

53. Soient le centre d'une oircoMKrence de rajon B, 0' le centre d'une autre 
ç[rcoiiféi'enœ de rayon R' qui coupe la première; A l'un des points o(i la ligne 00' 
coupe la circontéi-ence 0, B un autre point pris sur cette même eirconférenne d'une 
façon arbitraire et, en particulier, aussi près qu'on leïeutde A. 

Montrer que les deux circonférences ont un de leurs points d'intersections situé 
sur le petit arc AB : 

Lorsque le point O'est sur le prolongement deOA au delà du point A, si la ililTii- 
rence R + R' — OCy est moindre que OU + O'B — 00'; 

Lorsque le point 0' est sur OA lui-même, si la différence 00'— (R — II') est plus 
petite que 00' — (OB — O'B) ; 
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51, Quel est le lieu des centres des tirconfiîi'eDCPS de rayon iloniié qui touchent 
une circontéi'ence fisc? 

58. Si, par le point de contact de deux circonférences tangentes, on mène une 
ilroile quelconque, ceile-d coupe les deux courbes en deu!( autres points tels que les 
rayons qui y aboutissent sont parallèles. 

59. Deux circonférences tangentes intérieurement reslent tangentes si, sons 
changer les centres, on augmenle ou diminue les rayons d'une m^me quantité. 

Deux circonfé l'en ces tangentes extéi-ieu rement restent tangentes si, sans clianger 
les centres, on diminue l'un des rayons en augmentant l'autre de la même quantité. 



CflAPITRE V 

MESURE DES ANGLES 

68, Mesures en général('). — Oq sait qu'on appelle rapport de 
deux grandeurs de même espèce, le nombre qui exprime combien 
de fois l'une des grandeurs contient l'autre ou une partie aliquote 
de celte autre. 

Il peut arriver que nulle partie aliquôle, si petite qu'elle soit, do 
la seconde grandeur, ne soit contenue exactement dans la première. 

1 
Alors le rapport sera défini par l'ensemble de ses valeurs à - près, 

lesquelles expriment combien de fois la première grandeur contient 
la n"" partie de la seconde avec un reste plus petit que cette 
n"° partie ; n prenant d'ailleurs toute la suite des valeurs entières. 
En particulier, !e rapport de deux grandeurs de même espèce A, B 
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est lîgal au rapport de deux grandeurs du même espèce lune que 

l'autre (mais non nécessairement que les premiÈros) A', B' si, quel 

l 
que soit», la valeur à- près du premier rapport est égale à la 

valeur à ~ prÈs du second. 

La mesure d'une grandeur, relative à une grandeur déterminée de 
même espèce prise pour unité, est le rapport de la grandeur donnée 
à l'unité. 

On démontre d'ailleurs les propriétés suivantes : 

1° Deux grandeurs qui ont même mesure, relativement à une mhne 
unité, sont égales; 

2° Le rapport de deux grandeurs de même espace est égal au rapport 
des nombres qui leur servent de mesures respectives, relativement à 
une même unité; 

3° Le rapport de deux nombres est égal au quotient de ces deux 
nombres ; 

A" Etant donnée la mesure d'une grandeur relative à une unité déter- 
minée, si l'on veut obtenir la mesure de cette même grandeur relative 
à une autre unité, il suffit de multiplier la mesure primitive par 
le rapport de l'ancienne unité à la nouvelle; 

Etc. 

69. Les définitions que nous venons de rappeler nous permettent 
d'établir une convention essentielle pour la suite. 

Dorénavant, nous supposerons que toutes les grandeurs sur 
lesquelles nous raisonnerons aient été mesurées, une unité déter- 
minée ayant été clioisie pour chaque espèce de grandeur; et, dans 
tontes les égalités que nous écrirons, les quantités qui figureront 
dans les deux membres ne représenteront plus les grandeurs 
elles-mêmes, mais bien leurs mesures. 

Nous pourrons ainsi écrire une foule d'égalités qui, autrement, 
n'auraient aucun sens. Par exemple, il pourra nous arriver d'égaler 
entre elles deux grandeurs d'espèce différente, puisqu'il s'agira de 
l'égalité des deux nombres qui les mesurent, égalité dont le sens est 
parfaitement clair. Nous pourrons de même écrire le produit de 
deux grandeurs quelconques, puisqu'on a défini le produit de deux 
nombres, etc. 
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D"aill(.iurs, quand nous écrirons, comme prceÈdemmont, l'égaiité 
de deux grandeurs de même espèce, cette égalité aura la même 
signification que par le passé, car l'égalité des deux grandeurs et 
cellede leurs mesures reviennent l'une àTautre [numéro précédent). 

70. Théorème. — Dans un même cercU ou dans des cercles égaux, 
le rajyport de deux angles au centre est Agal à celui des arcs qu'ils 
iniercepteni. 

Soient (') (/iff. 69) les deux arcs AB, CD du cercle 0. Divisons 
l'angle au centre COD en ïiparties égales 
et supposons que l'une de ces parties 
puisse être reportée m fois, mais non 
m + 1, dans l'aogie AOB : la valeur 

â - près [par défaut) du rapport 



COD 




Mais, en divisant l'angle COD en n 
parties égales, nous avons du même 
coup divisé l'arc CD en n parties 
égales (63). Si la «"""partie de COD a pu être reportée m fois, 
mais non m + 1 sur l'angle AOB, il en résulte (même numéro) 
que la n""' partie de CD peut être reportée m fois, mais non 

m -\- [ dans l'arc AB. Les valeurs à- près des deux rapports sont 

donc égales; et, ceci ayant lieu pour n'importe quelle valeur de h, 
le théorème est démontré. 

Corollaire. — Si Fon a pris, pour unité d'angle, l'angle au centre 
qui intercepte entre ses côtés l'unité d'arc, tout angle au. centre a 
même mesure que Varc compris entre ses côtés. 

Cet énoncé revient au précédent, puisque la mesure d'une 
grandeur est le rapport de cette grandeur à son unité. 

(1) Lethéoràiinnlovfentévidenl ai l'on admet celle proposilion d'arithinélique {Taniiey, 
Leçons d'Arillimêligiie, chap. ïni, q" 403): Deux gi-aaâeurs joni prapoi-tionnellea si : {' à une 
mian vaieur de la prsmiif» eorrespond loigoiiri une même râleur de la aeconde, et ï* A ta 
tommi ds deux valeurt de la premiin, la tomme dei valsws earrespondanlea de la teconde. l.a 
seconde conditioD est ici véi^Âée âTldemment, la pramiËre en Tartu do a' 63. 

Lit dimoastralian du texte ne Tait d'aillaurs que reproduîrs, dsaa oe cas particulier, la 
ddnionslratiDn du tliiiorânie gfiiL^i'.tl d'arithm^Uquc. 
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71. Dans tout ce qui va suivre, il sera toujours supposé iinplici- 
lemeut que, sur chaque circonférence, on a pris, pour unili d'arc, 
l'arc intercepté par un angle au centre égal à l'unité d'angle; moyen- 
nant quoi le corollaire précédent s'énonce sous la forme abrégée : 
L'angle au centre a pour mesure l'arc compris entre ses côtés. 

D'après la convention du n° 69, on peut écrire, AB étant un arc 
quelconque et îe centre de îa circonférence : 

ÀOB = arc AB. 

Il importe, toutefois, d'insister sur ce l'ait que l'égalité précédente 
suppose essentiellement l'unité d'angle et l'unité d'arc choisies de 
manière à vérifler la condition ci-dessus spécifiée. 

72. La circonférence a été divisée eu 3G0 parties égales appelées 
degrés, dont chacune comprend 60 mimiles, lesquelles sont elles- 
mêmes divisées chacune en 60 secondes. On mesui'e les arcs en 
degrés ei, par suite, les angles sont également mesurés en degrés, le 
nombre de degrés, minutes et secondes d'un angle étant le nombre 
de degrés, minutes et secondes de l'arc intercepté par cet angle sur 
une circonférence ayant son centre au sommet. Comme on peut 
disposer autour du centre quatre angles droits, l'angle droit cor- 
respond au quart de la circonférence, soit 90 degrés. lî en résulte 
que la mesure d'un angle au centre ne dépend pas du rayon de la 
circonférence sur laquelle on a compté les arcs, puisque l'unité 
d'angle choisie (le degré) a une valeur indépendante de ce rayon, à 
savoir la quatre-vingt-dixième partie de l'angle droit. 

On emploie, pour écrire les angles (ou les arcs) en degrés, minutes 
et secondes, une notation abrégée : l'angle de 87 degrés, 34 minutes 
et 23 secondes, s'écrit : 87° 34' 23". 

73. On nomme angle inscrit dans une circonférence, l'angle formé 
par deux cordes qui ont une extrémité commune ; autrement dit, 
l'angle inscrit est celui qui a son sommet sur la circonférence. 

Théorème. — Tout angle inscrit dans une circonférence a pour 
mesure la moitié de l'arc compris entre ses côtés. 

Nous distinguerons trois cas : 

Pjiëmier cas. — L'un des cotés de l'angle inscrit passe par le 
centre. 
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Soit l'angle inscrit BAC [fig. 70) dont le cûté AC passe par le 
centre 0. Joigoons BO. Nous formons ainsi un triangle isoscèle OAB 

dans lequel les angles AetB sont 
égaux. L'angle extérieur BOG de ce 
triangle, égal à la somme A -f B, 
est donc le double de l'angle A. 
Or cet angle BOC a pour mesure 
l'arc BC; par conséquent Fangle 
BAC a pour mesure la moitié du 
même arc. 

Deuxième cas. — Le centre esta 
l'intérieur de l'angle inscrit. 

Soit l'angle inscrit B.\.D {firj. 70). En joignant AO, qui coupe la 
circonférence en G, nous décomposons l'angle inscrit en deux 
parties BAC, CAD pour chacune desquelles notre théorème est déjii 
démontré (l'^'' cas). On a donc 

É^AC = r arc BC, 

CAD =-arc CD, 

et, par addition, LAD = - arc BD. 



Troisième cas. 

Soil l'angle in 

diamètre AC et no 



- Le centre est à l'extérieur de l'angle inscrit. 
:i'it BAE [fçj. 70). Nous mènerons encore le 
s pourrons écrire 



■1 



IÎAC=- 



;BG, 



d'où, par différence 



EAG = - arc EC, 
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GÉOMÉTRIE. 
- I. 7'ous les angles inscrits dai^s le n 



3 segment de 




Corollaires 
cercle sont égaux comme ayant mÊme mesure. 

II. L'angle inscrit dam une demi-circonférence est droit comme 
aj'ant pour mesure le quart de la circonférence. 

74. Théorème. — L'angle formé par une tangeiile et une corde issue 

du point de contact a j^our mesure la 
moitié de Varc intercepté par la corde. 

L'angle BA.T, formé par la tangente 
AT et la corde AB {fig. 71) peut en effet 
être considéré comme la limite de 
l'angle formé par la corde AB avec la 
corde AA', lorsque le point A' se rap- 
proche indéfiniment du point A. 

Au reste, ia démonstration donnée 
pour le troisième cas du théorème pré- 
cédent s'applique encore ici; l'égalité 

EAC = -iii-c EC doit simplement être remplacée par 
TAG'^^-arc AC, 

qui résulte de ce que TAC est droit et l'arc AC égal à la demi- 
circonférence. 

75. Théorème. — L'angle formé par deux sécantes qui se coupent à 

l'intérieur d'un cercle a pour mesure la 
demi-somme des arcs interceptés l'un 
entre ses côtés, l'autre entre ces côtés 
prolongés. 

•Soit l'angle BAC {fig. 72) dont les côtés 
prolongés vont couper la circonférence 
en B' et C. Joignons BC. Les angles 
C et B ont respectivement pour mesure 
les moitiés des arcs BC, B'C. Or ces 
deux angles ont pour somme l'angle A, 
extérieur au triangle ABC. 
. L'angle formé par devx sécantes qui se ren- 
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MESURE DES ANGLES. 
contrent hors du cercle a pour mesure la der 
concave et l'arc convexe compris eulre 
ses côtés. 

Soit l'angle BAC {/ig. 73) formé par 
îes sécantes AB B, àC'C. Joignons en- 
core BC L'angle BC'C, extérieur au 
triangle ABC, est égal à ia somme 
A -{- B, Donc on peut évaluer l'angle A 
comme la différence BC'C — B : ce qui 
démontre le théorème, puisque l'angle 
BC'C intercepte l'arc BC et l'angle B, 
l'arc B'C 

Remarqu]']. — Si l'une des sécantes, 
AB'B par exemple, est remplacée par 
une tangente AT {fig.li), le théorème 
et sa démonstration subsistent sans aucune modification, 
condition de faire jouer au point T à la fois 
le rôle du point B et celui du point B': en 
un mot, d'admettre que la tangente a, avec 
la circonférence, deux points communs confon- 
dus en r, conformément à la convention 
du n" 64. 

77. Théorème. — te Heu géométrique des 
points situés d'un même côté d'une droite et 
n segment donné de celle droite 
sous un angle donné 
est un arc de cercle 
terminé aux extrémi- 
tés du segment. 

Soient eu effet AB 
le segment de droite donné; M un point 
du lieu('), c'est-à-dire un point tel que 
l'angle A.MB soit égal à l'angle donné 
(fig. 75). Si par les points A, M, B, nous faisons passer un arc 



d'où l'on voit u 
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de circonférence terminé aux poinls A el B, tout point de cet arc 
appartiendra au lieu, puisque l'angle AM'Bseraégalàl'angleAMB (73). 
Au contraire, tout autre point N du plan (situé du même coté de la 
droite AB) sera soit intérieur, soit extérieur à la circonférence que 
nous venons de tracer. Dans le premier cas, l'angle ANB sera plus 
grand que l'angle douné (75) ; dans le second cas plus petit (76), et 
par conséquent le point !S ne fera pas partie du lieu. 

c. Q. F. i>. 
Le segment de cercle ainsi tracé esL dit le segment capable de 

l'angle donné décrit sur AB. 
Si nous faisions abstraction de la condition, imposée aux points 

du lieu, d'être d'un côté déterminé de AB, il est clair que le lieu se 

composerait de deux segments de cercle symétriques l'un de l'autre 

par rapport à AB. 

78. Lorsque l'angle donné est droit, l'énoncé précédent, combiné 
avec le corollaire II du n° 73, nous montre que le lieu des poinl» 
d'où l'on voit un serment de droite donné sous un angle droit, est la 
elrconfiirence qui a ce segment i^our diamètre. 

C'est ce qui résulte aussi des deux corollaires du n° 48. 

79. Quatre points pris au hasard ne seront pas, en général, sur 
une même circonférence ; car trois d'entre eux déterminent un 
cercle qui, en général, ne passera pas par le quatrième point. 

La condition pour que quatre points appartiennent h, on même 

cercle va nous être fournie par le théorème suivant : 

Théorème. — Dans lotit quadrilatère convexe inscrit dans nu cercle. 

les angles opposés sont supplthnentaires . 

Dans le quadrilatère inscrit ABCB 

(Aj. 76): 

L'angle A a pour mesure le demi- 
arc DCB; 

L'angle G a pour mesure le demi-arc 
DAB. 

Les arcs liCIÏ, DAH ayant pour somme 
la circonférence entière, la somme A + C 
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est égale a l'angle au centre qui correspond à la demi-circonfé- 
rence, c'est-à-dire à deux droits. 

80- Réciproque. — Si, dans un quadrilatère convexe, deux angles 
opposés sont supplémentaires, le quadrilatère est inscriplible à un 
cercle. 

Soit le quadrilatère ABCD {{!q. 76), dans lequel les angles A et C 
sont supplémentaires- L'arc de cercle qui joint les po ints D, A, B, 
prolongé au delà de BD, est le lieu des points d'où l'on voit la 
droite BD sous un angle constant (77), lequel est [79) supplémen- 
taire de l'angle A. Cet arc de cercle passe donc par le point C. 

81. Remakque. — Dans tout quadrilatère ABCD, on peut consi- 
dérer les quatre angles A, B, C, D, puis, 

en menant les diagonales AC, BD, les huit 
angles que nous avons numérotés de 1 à 
8 sur la figure 77. 

Si le quadrilatère est inscriptiblc : 

1° A et C sont supplémentaires; 

2° B et D sont suppiémenlaîres; 

3° 1 et 4 sont égaux (comme inscrits 
dans le même segment) ; de même : 

4° 5 et 8 sont égaux; 

5" 2 et 7 sont égaux; 

6° 3 et 6 sont égaux. 

Inversement, si l'une quelconque de ces conditions est vérifiée, !e 
quadrilatère est inscriptible {77, 80). 

Donc chacune des conditions 1", 2°, 3°, 4°, S", 6" entraine toutes les 
attires. 

82. Les conditions 1" et 2" qui figurent dans la remarque précé- 
dente peuvent se mettre sous une forme qui les rapproche des 
conditions 3° — 6°. 

Remarquons d'abord que, les points A et B {fig. 77) étant du 
même ctjté de CD, les triangles CDA, CDB ont le même sens de 
rotation, de sorte que les angles égaux DAC, DBC sont de même 
sens. Il en est de même pour les angles ACB, ADB, etc. Au contraire, 
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Ifis angles DAB, DCB sont de sens différents, puisque A et C sont de 
part et d'autre de BD. Prolongeons alors DA. au delà du point A 
suivant Aa;, de manière à former un angle xAB de même sens que 
DCB : nous voyons que ces deux angles de même sens sont égaux 
si les angles DAB, DCB sont supplémentaires, et nous arrivons à la . 
conclusion suivante : 

Si les quatre pointx A,B,C,D sont sur une même circonférence, 
les angles de même sevs formés par les droites KC, KD d'une part; 
BC. BD d'autre part sont égaux; et sont ren^plies également toutes les 
conditions que l'on déduit de la précédente en permutant les lettres 
A, B, G, D. 

Inversement, l'une quelconque des six conditions précédentes 
entraîne l'inscriptibilîté du quadrilatère et, par suite, les cinq autres 
conditions. 

82 bis. L'énoncé du n" 77 peut de même être remplacé par le 
suivant : Le lieu des sommets des angles égaux et de même sens dont 
les côtés {prolongés, sHl y a lieu) passent par deux points donnés, 
est une circonférence qui passe par ces deux points. 

Comme toute circonférence peut être obtenue de cette manière, 
cet énoncé peut être considéré comme une nouvelle définition de 
la circonférence, équivalente à la première et susceptible de la 
remplacer au besoin. 

EXERCICES 

GO, Lieu Jes milieiiï des cordes dïm cerde qui passent pai' un point fixe. 

61. Sur chaque rayon d'un cercle, on prend, à partir du cenlre, une longueur 
^gale à la distance de l'extrémité de ce rayon à un diamfelre fixe. Lieu des extrémités 
des segments ainsi obtenus. 

62. On donne un cercle et une corde fixe AB de ce cercle. Soit CD luie seconde 
corde mobile, mais de longueur constante ; 

l- Lieu du point d'intersection I des droites AC, BD ; 
a° Lieu du point d'intersection K des droites AD, BC ; 

3° Lieux des œvclea circonscrits aux deux triangles ICD, KCD. Montrer que ces 
lieux sont respectivement égaux au\ deux premiers. 

63. A, B étant deux points fixes d'une circonférence, M on point variable de cette 
courbe, on prolonge la droite MA d'une longueur MN = MB. Lieu du point N. 

04, A, B, C étant trois points d'une circonférence, on joint les milieux des 
arcs AB, AC. Montrer que la droite de jonction intercepte sur les cordes AB, AC, à 
partir du point A, des segments Cgaux. 
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6j. Si, par Ips poiiils dmterseotion A B de deux circonférences, on mène deux 
sécantes quelconjues les coides qui joignent les nouvelles i 
droites avec les deui ciiconfeienceîsotil pavallcles, 

66. Les bissectrices d 
latère iiiscriplible. Il en 

67. Par le milieu C d'un ai'c de cercle AB, on mène deux droites quelconques qui 
coupent la circonférence en D, E et la corde AB en F, G. Démontrer que le 
quadrilatère DEF6 est iuscriplible. 

68. On donne un cercle et sur ce cercle un point fixe P, une dL-oite et sur cette 
droite un point fixe Q. Par les points P, Q on fait passer une circonférence variable, 
qui coupe à nouveau la circonférence donnée en It et la droite donnée en S. 
Démonircr que la droite US coupe la circonférence donnée en un point fi.ie. 

69. Deux circonférences se coupent en A,B, Par le point A on mène une sécante 
mobile qui coupe à nouveau les circonférences en Cj C. Monlrer que CC' est vu du 
point B soHS un angle constant, et que cet angle est aussi celui des rayons qui 
aboutissent aux points C, C, 

Par le point A, on mène une deuxième sécante coupant les circonférences en D, D'. 
Montrer que l'angle des cordes CD, CD' est égal au premier ou à son supplément. 
— Que devient cet énoncé lorsque les deux sécantes viennent à se confondre? 

70. Dans tout triangle, les symétriques du point de rencontre des Iiauteurs par 
rapport aux trois côtés sont sur le cercle cii\x)nscrit. 

71. Démontrer que les hauteurs d'un triangle sont les bissectrices des angles du 
triangle formé par leurs pieds. 

On appliquera la méthode du n* 82 aux quadrilatères formés par deux côtés et 
deux hauteurs, en démontrant que ces quadrilatères sontinscriplibleset utilisant 
les propriétés angulaires qui en résultent. 

La même marche s'applique âans un certain nombre de questions, en particulier 
dans la suivante. 

72. Les pieds des perpendiculaires aijaissées d'un point du cercle circonsci'it à un 
triangle sur les trois côtés sont en ligne droile (Droite de Simson), 

Réciproquement, si les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point du plan 
d'un triangle sur les trois côtés sont en ligne droite, ce point est sur le cercle 
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CHAPITRE VI 



CONSTRUCTIONS 



83. On réserve le nom de œnslntcliom géométriques aux coustruc- 
lions eflfecluées avec la règle et le compits. 

La règle est un instrument destiné à tracer des lignes droites. 
Pour qu'une règle soit bonne, il faut que ses bords soient bien 
rectilignes. Pour vérifier si cette dernière condition est remplie, on 
se sert de la déTinition même do la ligne droite. On trace une 

^ ^^ première ligne le long du bord 

I ° ~| de la règle [fig. 78); puis on 

; ■:■ \ retourne l'instrument en pla- 

çant le même bord de l'autre 
côté du trait. Si l'insti-ument 
est exact, on doit pouvoir dans cette nouvelle position, tracer 
le long du bord de la régie un second Irait coïncidant avec le 
premier. 

Le compas se compose de deux tiges pointues articulées entre 
eiles. Voiiierture du compas est la distance qui sépare les deux 
pointes, et l'instrument permet de reporter celle distance ou de 
décrire un cercle de centre quelconque avec cette distance pour 
rayon. 

84. Outre les deux instruments dont nous venons de parler, on 
emploie encore, dans la pratique, l'équerre et le rapporteur. 

h'équerre est un triangle rectangle en bois. Une bonne équerrc 
doit satisfaire à deux sortes de conditions : 1° les côtés doivent être 
bien rectilignes; 2° l'angle de l'équerre doit être droit. 

La première de ces conditions se vérifie comme pour la règle; 
elle est habituellement remplie, avec une exactitude suflisante, 
dans les équerres que l'on a à sa disposition. Pour vérifier la 
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seconde, on applique l'équerre sur le bord de la rÈglo (/iV/. 79) el 
l'on trace, le long du Lord 
qui doit être perpendiculaire, m^ 

une droile. Appliquant ensuite / ; \ 

l'équerre en sens inverse , / i \ 

comme Tindique la figure, on / 1 

doit pouvoir tracer ua second / <i :> 

trait coïncidant avec le pre- 1 o ' ) 

mier. Cette seconde condition p^^ ^^ 

n'est le plus souvent remplie 

qu'approximativement ; aussi ne l'adnnet-on pas comme vérifiée dans 
les constructions géométriques exactes. 

Enfin le rapporteur est destiné à. mesurer les angles en degrés. 11 
S3 compose en général d'un demi-cercle en corne ou en cuivre, 
divisé en 180 parties. Cette division ne pouvant s'effectuer que par 
approximation, le rapporteur, utile dans la pratique, n'est pas un 
instrument géométrique. 

85. Constr. 1. — Mener la perpendieulaire au milieu d'une droite 
AB [frj. 80). 

Cette perpendiculaire est le lieu des points éga- 
lement distants de A et de B (33). Si donc, des 
points A et B comme centres, nous décrivons des 
cercles égaux, d'un rayon suffisamment grand 
pour qu'ils se coupent, les points d'intersection 
appartiendront à la perpendiculaire cherchée : il 
ne restera plus qu'à joindre ces deux points. 

On ramène à cette construction les deux sui- 
vantes : 

GousLr. 2- — Mener 
la pei-pendiculaire d'un 
point sur une droile. 
Du point donné (fig. 81 ou 81 bis) 
comme centre, on décrit une circonfé- ' \ 

rence qui coupe la droite donnée en 
deux points A, B. La perpendiculaire 
au milieu de AB passe par le point 0, piiisquo OA = 
donc la droite cherchée. 
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Si le point est extérieur à la droite, on pourra prendre, eomma 
rayon commun des circonférences qui servent (constr. 1] à trouver la 
perpendiculaire au milieu de AB, la dislance OA : on n'aura pas ainsi 
a. changer l'ouverlure du compas. 
Les deux circonférences se cou- 
pent au point et en un point 0', 
B,'' symétrique du premier par rap- 

•'' " port à AB {fig. 81 bis). Cette sim- 

plification n'est pas applicable 
quand le point est sur la droite, 
puisqu'il coïncide avec 0': il en 
est de même si le point est très 
voisin de la droite; car alors les 
deux points 0, 0', étant très voisins l'un de l'autre, ne déter- 
minent pas bien la droite qui les joint. 

Constr, 3. — Mener la bùseclrlce d'un angle donné AOB {fig. 82). 

On portera sur tes côtés de l'angle deux lon- 
gueurs égales OA, OB, de manière à former un 
triangle isoscèle. La bissectrice de l'angle donné 
n'est autre que la perpendiculaire au milieu de 
AB [23). 

Même simplification que plus haut pour le 
tracé des arcs de cercle. 

86, Const.4. Construire un triançile, connaissant 
In trois càtés. 




Ayant pris la droite BC égale au premier côté {/ig. 83), on décrit, 
des points A et C comme centres, des circonférences ayant respec- 
tivement pour rayons les deux autres cotés : leur intersection A 
donne le troisième sommet du triangle. On a ainsi pour ce sommet 
deux positions possibles, puisque les circonférences se coupent en 
deux points, mais les triangles correspondants, étant symétriques 
l'un de l'autre par rapport à BC, sont égaux entre eux. 
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Conditions de possibilité. — Pour que les deux circonférences se 

coupent, il faut et il suffît (66) c|ue le premier coté soit compris 

entre la somme des deux autres et leur difîérence, ou (26, CoroU.) 

que chaque cùlé soit plus petit que la somme des deux autres. 

Quand on connaît l'ordre de grandeur des cotés, il suffit d'écrire 
que le plus grand cùté est plus petit que la somme des deux autres- 

Constr. 5. — Par, un point pris sur une droite, mener une autre 
droite faisant avec la première un angle érjal à un angle donné. 

Sur les côtés de l'angle donné 0, on prend deux points arbitraires 
A, B et on construit un triangle égal à OAB, en portant le coté 
correspondant à OA. sur la droite donnée à, partir du point donné. 

Dans la pratique, on prend le triangle OAB isoscèle, de façon ù 
n'avoir que deux ouvertures de compas différentes k prendre. 

Constr. 6. — Connaissant deux (inrjles d'un triangle, trouver le 
troisième. 

On construit deux angles adjacents, respectivement égaux aux 
deux angles donnés et, en prolongeant l'un des côtés extérieurs, on 
forme un troisième angle égal au supplément de la somme des deux 
premiers, c'est-à-dire au troisième angle cherché. 

Condition de possibilité . — La somme des deux angles donnés doit 
être inférieure à deux droits. 

Constr. 7. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et 
l'angle compris. 

Sur les cotés d'un angle éga! à l'angle donné, ou porte les cotés 

Constr. 8. — Construire un triangle, connaissant w» côté et deux 
angles. 

Tout d'abord, connaissant deux angles, on connaît les li'ois 
(Constr. 6) et en particulier les deux adjacents au côté donné : on 
les placera aux extrémités de ce côté (Constr. 5). 

Même condition de possibilité que pour la constr. G. 

87. Constr. 9. — Construire un triangle, connaissant deux côtés et 
l'angle opposé à l'un d'eux. 

Soit un triangle ABC, dans lequel on donne l'angle A et les 
côtés a, l), respectivement opposés aux angles A, B. 
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nt tritcê un angle égal à A {ffj, 84), on portera sur Tun des 
une disLauce AC éfçale à b. Le point C étant ainsi dÉterminé, le 
point B doit se trouver sur une cir- 
conférence ayant C pour centre et a 
pour rayon. L'intersection de cette 
circonférence avec le second côté 
de l'angle A donne donc ce sommet 
B, ce qui achève de déterminer le 
''"'■ ^''- triangle. 

Discussion. On aura une solution du problème chaque fois que la 
circonférence dont nous venons de parler coupera la demi-droite Aa; 
ifig. 84), second côté de l'angle A. 
Du point C, abaissons sur Kx la perpendiculaire CH. 
1° Si CH>.(i, la circonférence ne coupe pas la droilc et /'; 
problème est impossible. 

■2" Si CH<a, la circonférence coupe la droite indéfinie Ax en 
deux points B', B". Mais il resle à savoir si ces points sont sur la 
demi-droite hx ou de l'autre côté du point A. 
Nous distinguerons deux cas : 

') L'angle A est aigu. En ce cas le point H, milieu de B'B'', est situé 

sur la demi-droite kx. Il en est donc nécessairement de même de 

l'un au moins des points B', B", de sorte qu'il y a toujours au moins 

une ^nlutioH. Il y en a une seconde si le second point est entre A et 

H, ce qui arrive lorsque n<é, et alors 

seulement. 

") L'angle A est obtus [fig. 8b). Alors le 

point H ne sera pas sur la demi-droite Aa: ; 

par conséquent l'un au moins des points 

j,-j^ j. B', B" ne répondra pas à, la question : î7 

)/ a au plus une solution. Il y en a une si 

ce second point est plus éloigné de H que le point A, ce qui arrive 

lorsque a'^b et alors seulement. 

S7 bis. Enfin, si l'angle A est droit, le problème s'énonce ainsi : 
Construire un triangle rectangle, connaissant l'hypoténuse et un côté 
de l'angle droit. Il admet une solution si l'hypoténuse est plus grande 
que le côté donné. 
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RrîMABQUl 



COIVSTBUCTIOXS. 
- De ce qui précède résulte le tliéorome s 



Tbéorëme. ~ Quand deuœ triangles ont deiisi côtés égaiias chacun à chaeun, 
ainsi que l'angle opposé à l'un d'eux, les angles opposés aum seconds càtés 
sont égaux ou supplémentaires. La premier cas (qtd enlratne l'égalité des 
deux triangles) se présente toujours, si l'angle donné comme égal départ et 
d'autre est droit ou oblus. 

88. Constr. 10. — Par un point, mener vne parallèle à une droite. 
Prenant sur la droite deux points quelconques A et B [fiij 86), Je 

trace, du point donné comme centre, iine circonférence de rayon 

AB et, du point B comme centre, 

une circonférence de rayon OA. ; _, 

Ces deux lignes se coupent {du "■;; ^, 

côté deOBoù n'estpasle pointA) \^ ' ■ '^^^ 
en unpointCqui appartient à la pa- 
rallèle cherchée; car le quadrila- ^^^ — ^ ^| — ^ 

tèreOABC.ayantsescùtésopposés ^.^ ^^. 

égaux, est un parallélogramme. 

On prendra de préférence AB = OA, de manière que tontes les 
circonférences tracées aient même rayon. 

89. Les constructions 2 et 10 peuvent s'effectuer à l'aide de 
l'équerre. 

Pour effectuer la construction 2 : Mener par vu point la perpendi- 
cxdaire à une droite, on applique le bord de la règle sur la droite 
donnée et l'on fait glisser, le lonjç de cette règle, l'un des côtés de 
l'équerre jusqu'i ce que le second cijté, perpendiculaire au premier, 
passe par le point donné {fy. 87) et par suite soit la perpendiculaire 
cherchée. 

Cette construction sup- 
pose la condition, en 
général insuffisamment 
remplie, que l'angle de 
l'équerre soit droit; aussi 
n'est-elle pas employée i; — i 
dans les épures oii Ton 
recherche l'exactitude. 

Pour effectuer la construction 10 : Mener par un point la parallèle 
d une droite, on fait d'abord coïncider un côté de l'équerre avec la 
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droite donnée [fi(i. 
deux autres côtés 




géomÉtrif:. 
8). Appliquant ensuite la règle contre un des 
it la maintenant dans cette position, on fait 
glisser l'équerre le long 
de la règle jusqu'à ce que 
son bord primitivement 
en coïncidence avec la 
droite donnée, vienne pas- 
ser par. le point donné. 
La nouvelle droite ainsi 
_^ obtenue et l'ancienne sont 
bien parallèles comme 
formant avec une même 
sécante {le bord de la 
règle) des angles corres- 
pondants égaux (A, A', 
sur la figure). 
Cette construction suppose simplement que les côtés de la règle 
et de l'équerre sont rectilignes. Aussi, non moins exacte et plus 
simple que Sa construction au compas, est-elle usitée dans la 
pratique à l'exclusion de celle-ci. 

90. Constr. H. — Diviser un arc de cercle en deux punies égales. 
On mènera la perpendiculaire au milieu de la corde de cet arc 
(Constr. 1). 

Constr. 12. — Construire la circonférence qui passe par trois 
points donnés A, B, G non en ligne droite. 

On mène les perpendiculaires aux milieux des droites qui joignent 
les trois points deux à, deux : leur intersection donne le centre 
cherché ; le rayon sera OA. 

La circonférence ainsi obtenue est dite circonscrite au triangle 
formé par les trois points. 

En général, un polygone (ou une ligne brisée) est dit inscrit à une 
ligne et celle-ci circonscrite k lui, lorsque tous les sommets du 
polygone sont sur la ligne. 

Remarque. — Si les trois points A, B, C étaient en ligne droite, il 
n'y aurait plus de circonférence; mais on devrait la considérer 
comme remplacée par la ligne droite ABC. Une ligne droite peut 
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être, eu effet, reijardée comme cas livùle d'une circonférence, le ceiilre 
de celle-ci s' éloignant indéfiniment. Effectivement, la ligne droite AB 
est le lieu des points d'où l'on voit le segment AB sous un angle 
constant, à savoir un angle nul ou égal à deux droits. On peut, 
d'ailleurs, démontrer directement qu'une circonféreuce passant par 
deux points fixes A, B et dont le centre s'éloigne indéfiniment, a 
pour limite la droite AB (en définissant convenablement ce que l'on 
doit entendre par cette locution}. [Voir Exercice UT). 

Constr. 13. — Construire une circonférence, connaissant deux 
2)oinls A, B et la tangente AT en l'un d'eux. 

Le centre sera Èi l'intersection de la per- /] 

pendiculaire au milieu de AB et de la perpcii- / i 

diculaire à AT en A, La circonférence du / i 

centre et de rayon OA sera d'ailleurs bien /' |^_ 

langente à AT en A et passera par le point B ~-., ' ^ 

Ifig- 89). > 

Remarque. — Cette construction est un cas 
limite de la précédente, d'après la définition générale des tan- 
gentes (59). 

Constr. 14. — Décrire, sur une droite donnée, le sugmenl capable 
d'un angle donné. 

Soit AB la droite donnée. On construit un point M du lieu (note 
du n" 77) et on trace la circonférence AMB ; ou encore, on remarque 
que la tangente en A à la circonférence cherchée fait avec AB l'angle 
donné (73, 74), ce qui permet de la construire (Constr. 5) et l'on est 
ramené à la construction précédente. 

91. Constr. 15. -~ .)feiii;r la lamjrjiie en un point d'une circon- 
férence. 
On mène une perpendiculaire au rayon du point de contact. 

Constr. 16. — Mener à xm cercle une tangente parallèle â une 
direction donnée. 

Le diamètre du point de contact n'est autre que le diamètre 
perpendiculaire â la direction donnée : ce diamètre a deux 
extrémités et il y a par conséquent deux solutions. 
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Constr. 17. — Mener mie 
plan. 

Soit à mener par le poi 



I3É0MÉTB1E. 
tangente â un c 



•ck par un point de son 




LangeiUe au cercle i/iff. 90). 
Supposons, pour un 
instant, leproblême 
résolu et soit T le 
point de contact 
d'nne tangente au 
cercle donné pas- 
sant par le point 
donné. L'angle ATO 
étant droit, le point 
T appartient à la 
circonférence qui 
a pour diamètre 
OA. 
Inversement, si un point T de la circonférence donnée appartient 
il la circonférence décrite sur OA comme diamètre, la tangente au 
point T passe par le point 
A, puisque l'angle OTA 

T?'--, ^st droit. 

/,' ~'-, Les points T qui répon- 

/ / ''.^ dent à la question seront 

donc les points communs 
à la circonférence donnée 
et k la circonférence dé- 
crite sur OA comme dia- 
mètre. 

Autre mélkode. Soit tou- 
jours T le point de contact 
\\ , ' cherché. Prolongeons la 

'-'^ _,--'' ligne OT, au delà du point 

" '■., T, d'une longueur égale 

t,'i à elle-même jusqu'en 0' 

ifg. 91). TA étant per- 
pendiculaire sur OT, le point 0' est le symétrique du point par 
rapport à AT, de sorte que AO' = AO. Le point 0' appartient donc 
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à une circonférence tie centre A et de rayon AO. Comme il appar- 
tient d'ailleurs h. une circonférence qui a même centre que la 
circonférence donnée et un rayon double, il est déterminé par l'inter- 
section de ces deux lignes. 

Inversement, si le point 0' est tel que AO' = AO, le point T, 
milieu de 00', est le point de contact d'une tangente menée par A ii 
la circonférence de centre et de rayon OT, en vertu des propriétés 
du triangle isoscèle. 

Discussion. — Partons, par exemple, de la seconde construction. 
Il faut, pour qu'il y ait une solution, que les deux circonférences qui 
déterminent le point 0' se coupent, c'est-à-dire (66) que la distance 
de leurs centres soit comprise entre la somme et la différence de 
leurs rayons. Ceci donne, en appelant R le rayon de la circonférence 
donnée : 

(i) A0<2a + A0 

et 

[•2] AO>AO— 211 

ou (3) A0>2ft — AO, 

(suivant que AO est plus grand ou plus petit que 2R). Les inégalités 
(1} et (2) sont évidemment vérifiées d'elles-mêmes. L'inégalité (3) 
peut s'écrire 2AO>2R ou AO>R. 

Donc le problème est impossible si le point A est intérieur au cercle. 
Si au contraire le point A est extéj'ieur, il y a deux solutions, puisque 
les circonférences se coupent en deux points. Enfin si le point A 
est sur le cercle, les circonférences qui déterminent le point 
0' sont tangentes el il y a une seule solution, la tangente au 
point A, ou plutôt deux solutions confondues : car, d'après ce que 
nous avons remarqué (67), si le point A se rapproche indéflniment 
de la circonférence, les deux points de contact et, par suite, les deux 
tangentes tendent h se confondre. 

92. Théorème. — Les deux tangentes menées d'un point à un cercle 
sont égales et font des angles égaux avec le diamètre passant par le 
point. Ce diamètre est perpendiculaire sur la corde qui joint les 
■points de contact {fig. 90). 

En effet, les deux points de contact sont symétriques l'un de 
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l'autre par rapport à OA [fuj. SO), puisqu'ils sont déterminés par 
l'intersection de 
deux circonféren- 
ces ayant leurs 
centres sur celte 
ligue (65). 

93. Constr. 18. 
— Mener /es lani^en- 
ies communes à deux 
cercles. 
Soit à mener les 
"' tangentes commu- 
nes aux- deux cir- 
conicrences OetO', de rayons respectifs 11 et R'. Ces tangentes com- 
munes peuvent élre 
(le deux sortes : elles 
peuvent être extérieu- 
res {fig. 92), c'est- à- 
dire laisser les deux 
cercles d'un même 
côté; ou intérieures 
i/ig. 93), lorsque les 
deux cercles sont de 
part et d'autre de la 
F t,j tangente. 

i° Tangentes com- 
munes extérieures. — Supposons le problème résolu et soil A^' 
la tangente cherchée (fig. 92), les points de contact étant A et A', 
de sorte que OA et O'A' sont perpendiculaires à AA'. Par le point 0' 
soit menée une parallèle O'C à AA' jusqu'à, rencontre en C avec OA, 
C'est ce point C que nous allons déterminer. 

A cet effet, nous remarquerons que le quadrilatère GAA'O' est un 
rectangle, de sorte que l'on a AC ^ R' et par suite (') OC = R — R'. 
Le point C appartient donc à une circonférence que nous pouvons 
décrire, puisque nous en avons le centre et le rayon, égal h la diffé- 
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renco des rayons donnés. D'ailleurs la droite CO' est tangente à 
cette circonférence, puisque l'angle OCO' est droit. Nous sommes 
donc ramenés à la construction 17. 

Une fois le point C déterminé, le prolongement du rajon OC 
donne le point A. La tangente en A à la circonférence est d'ailleurs 
bien une tangente commune, car inversement, en abaissant du point 
0' sur celte droite la perpendiculaire O'A', l'égalité OC = R — If 
donne O'A' = AC = OA — OC = R'. 

Le problème n'est possible {Qi) que si 00'^ R — R', c'est-à-dire (66) 
si les circonfévences sont extérieures, tangentes extérteuremenl, 
sécantes ou tangentes intérieurement. Dans les trois premiers cas, 
il admet deux solutions, puisqu'on peut mener deux tangentes du 
point 0' à la circonférence OC; dans le quatrième cas, une seule, 
qu'il y a lieu de considérer comme deux solutions confondues, 
puisque les deux tangentes menées du point 0' à la circonférence 
OC se confondent. 

2" Tangentes communes intérieures. — Soit BR' une tangente 
commune intérieure (fig. 93), B et B' étant les points de contact. Par 
le point 0', 



nons eni 



la 
O'D à 
la tangente, jus- 
qu'à rencontre 
on D avec 
le rayon OB. : 
Le quadrilatère ' 
DBB'O' étant un \ 
rectangle, de sor- 
te que BD = R', 
le pointDappar- 
tient à lacircon- ■■-,, .,-'' 

férence de centre . 

et de rayon 

R -j- R'- Nous décrirons donc cette circonférence et nous lui mène- 
rons une tangente par le point 0. Le point D étant ainsi déterminé, 
l'intersection du rayon OD avec la première circonférence donnée 
fournit le point B. La tangente en B est une tangente commune, 
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comme on le voit en reprenant !e raisonnement que nous venons 
de faire en sens inverse. 

Le problème n'est possible que si 00' ^ R + R', e'esl-à-dire si les 
circonférenees sont exléneures ou tangentes extérieurement. Dans le 
premier cas, il admet deux solutions ; dans le second une seule (ou 
deux confondues). 

En résumé : 

Deux circonférences extérieures ont deux tangentes communes 
extérieures et deux intérieures ; 

Deux circonférences tangentes extérieurement ont deux tangentes 
communes extérieures et une seule intérieure (la tangente en lour 
point de contact); 

Deux circonférences sécantes ont deux tangentes communes 
extérieures ; 

Deux circonférences tangentes intérieurement ont une tangente 
commune extérieure (la tangente en leur point de contact) ; 

Deux circonférences intérieures n'ont aucune tangente com- 
mune. 

94. Constr. 19. — Construire les cercles tangents à trois droites. 

Le problème revient à celui-ci : trouver les points èquidistants 
des trois droites. Un cercle ayant un tel point pour centre et la 
distance commune pour rayon répond à la question. 

Or, le lieu géométrique des points èquidistants de deux droites 
qui se coupent, se compose des deux bissectrices des angles qu'elles 
forment entre elles. 

Supposons donc, tout d'abord, que les droites données se coupent 
deux à deux et ne passent pas par un même point, de sorte qu'elles 
formeront un triangle (^g. 94} dans lequel nous aurons à mener 
les bissectrices des an^^les intérieurs et extérieurs. Nous savons 
d'ailleurs : 1° que les bissectrices des angles intérieurs concourent 
en un même point; 2° que la bissectrice d'un angle intérieur quel- 
conque et les bissectrices des angles extérieurs non adjacents 
concourent en un même point. Les quatre points ainsi défmis (le 
point de concours des bissectrices intérieures et les trois sommets 
du triangle formé par les bissectrices extérieures) sont donc les 
points cherchés, et ce sont les seuls. 

Le premier des cercles qui ont pour centres respectifs ces quatre 
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CONSTItUCTlONS. 



points est situé à l'intérieur du triangle. On le nomme cerck inscrit: 
on ^f-n(-vn\, une courbe est dite inucnte à un polygone lorsqu'elle est 




tangente à tous ses eûtes. Les trois autres cercles, égalemenls tangents 
à tous les côtés, mais extérieurs au triangle, sont appelés cercles 
ex-inscrils ; chacun d'eux est situé dans l'un des angles du triangle, 
mais séparé du sommet de cet angle par le côté opposé, comme 
l'indique la figure. 

Si les trois droites concourent en un même point, il no peut y 
avoir de solution proprement 
dite, puisque d'un point on 
ne peut mener que deux tan- 
gentes h un cercle. La cons- 
truction précédente donne un 
cercle réduit à un point, le 
point de concours des droites 
données. 

Lorsque deux des droites 
sont parallèles et la troisième sécante (fig. 9b), les bissectrices des 
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angles formés par celle-ci avec les deux premières sont deux à deux 
parallèles. On n'obtient donc que deux cercles, situés de part et 
d'autre delà sécante. 

Enfin, si les trois droites sont parallèles, il n'y a point de solu- 
tion, puisqu'on ne peut mener à un cercle que deux tangentes de 
direction donnée. 



EXERCICES 

73. Construire un cercle de rayon donné : 

— qui passe par deux points donnés. 

— qui passe par un point donné et soit tangent à une droite dûnuée. 

— qui soit laugent à doux droites données. 

— qui soit langent à une droite donni5e et à un cercle donné. 

le droite donnée en un point donné et liitigent 

ts (ou circonférences! données, une droite de longueur 

Tî. Mener, à un cercle donné, une tangenLe sur Uquclle une droite donnt^-e 
détermine un segment de longueur donnée. 

77. Construire un triangle, connaissant un côté, l'angle opposé et une liauleur 
(distinguer deux cas, suivant que celte hauteur est ou non relative au côté donné). 

78. Diviser uue droite eu trois parties égales, en employant le tliéorème du n°B5 6is 
sur les médianes d'un triangle. 

79. Construire un triangle, connaissant 

— deuï côtés et une médiane (distinguer deux cas, suivant que la médiane donnée 
tombe sur l'un des côtés donnés ou est comprise entre eux]; 

— un côté et deux médianes (dcu\ cas) ; 

— les trots médianes. 



80. Construire u 
(cinq cas). 


n triangle, coni 


laissant un côté, une hauteur ( 


81. Construire ui 
(cinq cas). 


1 triangle, conn 


aissaiit un angle, une liaulfiur e 


8î. Construire un 
différence des deux 


i triangle, conna 
autres côtés. 


issant un côté, l'angle opposé et 



83. Même problème lorsque l'angle donné est adjacent au côté donné. 

84. Construire un Inangle conn iint un angle, une hauteiu- cl le périmèfre 
{deux cas). 

85. Construire un tr ant,le toi m sant u oté, la différence des angles adjacents 
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COMSTBUCTIOSS. 89 

86. Tracer la Lisseetricede l'angle de deux droites qu'on no peut prolonger jusqu'à 
leur point d'imersecllon, 

THËORKIIKB SUn J.KS TA.\GEN1ES AU CEBCLK {K° 92). 

87. Dans un quadrilatère circonscrit ù un cercle (et comprenant le cercle à son 
inlérionr), la somme de deus eôtés opposés est égale à lu somme des deux autres. 

Réciproquement, tout quadrilatère convexe dans lequel les sommes des côtés 
opposés sont (égales esl clrconscriptible à un cercle. 

Lorsqu'on ne sait pas si le quadrilatère circonscrit eontient le oercle à son inté- 
rieur, on peut toujours affirmer que la somme de deu\ côtés convenaOlemenl 
choisis est égale à la somme des deux autres. — Réciproque. 

88. La circonférence tangente à. trois cûlés d'un quadrilatère et située du même 
côté de chacun d'eu. t que l'intérieur du polygone coupe ou ne coupe pas le quatrième 
côté, suivant que la somme de celui-ci et de son opposé est plus grande ou plus 
petite que la somme des deux autres côtés. 

88 bis. Quand deuxpoints sont extérieurs à un cercle, la droite qui les joint coupe 
ou ne coupe pas ce cercle, suivant qu'elle est plus grande ou plus petite que la somme 
des tangentes issues de ces points. 

89. Le segment intercepttî par deux tangentes fixes d'un cerclo sur uno 
tangente mobile est vu du centre sous un angle conslanf. 

Cas où les deux tangentes fixes sont parallèles. 

90. Si deux tangentes fixes d'un cercle sont coupées par une tangente mobile dont 
le point de contact est sur le plus petit des deux arcs déterminés par les points de 
contact des tangentes fixes, le triangle formé par les trois tangentes a un périmètre 
constant. 

Que devient cet énoncé lorsque la tangente mobile a son point de contact sur le 
plus grand des deu.t aivjs déterminés par les tangentes fixes? 

00 bis. a, b, c étant les trois côtés d'un triangle ABC (fig. 0i), p le de mi -péri m être 
(9p = « + i + c) ; D, E, F les points de contact du cercle inscrit; »„ E,. F, ; D„ ^, F, ; 
Dj.Ej, F, ceux des cercles ei-inscrits dans les migles A, B, G respectivement, les 
segments interceptés par («s points de contact sur les côtés ont pour valeurs : 

AE = AF = CDi = CE, -=BDs = I)F3 =p — n; 
BF =BD = AEs:=AF3 = Cli, = CD, — y — i; 
CD =CE =BF,^BD, =AF,= AE,^p — c; 
AE, = AF, = BF, = BD, — CDj ^^ CEj = p. 

91. Décrire, ave 
cercles tangents ei 



y Google 



CHAPITRE VII 
SUR LE DÉPLACEMENT DES FIGURES 

95. Nous avons défini (20) deux figures égales et de même sens et 
reconnu (50) qu'une condîlion nécessaire et suffisante à cet effet 
Était la possibilité de faire correspondre, à cliaque point de la pre- 
mière figure un point homologue de la seconde, de manière que trois 
points quelconques et leurs homologues forment des triangles 
égaux et de même sens. Nous savons que si deux points coïncident 
avec leurs homologues respectifs, les deux figures coïncident. 
Autrement dit, lorsqu'on sait qu'une figure F est égale à une figure 
donnée F, il suffit, pour la déterminer entièrement, de connaître les 
points A', B' homologues des deiixpoints donnés A, B de F. 

En particulier, on doit, dans ces conditions, pouvoir ^éteiTuiner le 
point C homologue d'un point quelconque donné C. Il suffît, en effet, 
de construire le triangle A'B'C égal au triangle ABC (Constr. 4) en 
choisissant, parmi les deux positions obtenues pour le troisième 
sommet, celle qui correspond à deux triangles de môme sens. 

96. L'opération appelée translation transforme toute figure en 
une figure égale et de même sens. Ce déplacement peut être 

considéré comme obtenu par un glissement de 
^ la figure dans son plan. Soit, en effet, la transla- 

/; tion AÂ' {fig. 96) qui transforme la figure F en la 

/ / figure F'. M étant un point quelconque du plan, 

/ /"" appelons Fji la figure qui dériverait de F par ia 

/-'' translation AM. Si nous supposons que le point M 

* aille par un chemin continu quelconque de la posi- 

tion A à la position A', la figure Fj[ passera de ia 
position F à la position F' en restant invariable et sans sortir du 
plan. 

En particulier, le point M peut suivre la droite AA', de sorte que 
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SUli LE DÉPLACEMENT DES FIGURES. 91 

la Iranslalion.peut être envisagée comme un déplacement continu 
dans lequel tous les points décrivent des droites parallèles et de même 
sens. 

97. Oq nomme rotation un déplacement dans lequel chaque point 
de la figure déplacée tourne autour d'un certain point fixe, appelé 
centre de la rotation, dans un sens déterminé, d'un angle qui définit la 
grandeur de la rotation. Autrement dit, un point quelconque A de la 
figure primitive F étant donné, on en déduit le point correspondant A' 
de la figure déplacée F' en joignant le point A au centre de la rota- 
tion, faisant avec OA (dans le sens de la rotation) un angle AOA 
égal h l'angle de rotation et prenant sur le second côté de cet angle 
une longueur OA' égale à OA Çfig. 97). 

On voit qu'une rotation est déterminée 
quand on donne son centre, sa grandeur 
et son sens. 

LaficjureV', qui résulte d'une figure V par 
une rotation quelconque, est égale à F. Pour 
le démontrer, prenons deux points quel- 
conques A,B {fi(j. 97) de F et soient A', B' 
leurs homologues. L'angle -A'OB' est égal à j,,^^^ ,j- 

ÀOB et de même sens. Si, en effet, je 

retourne sur lui-même l'angle BOA?, le côté OA' venant sur OB, la 
nouvelle position de 0\ fera avec OB un angle égal à celui que fait 
OA' avec OA et de même sens (puisqu'il dérive par retournement de 
l'angle que fait OA avec OA') ; cette nouvelle position ne sera donc 
autre que OB', de sorte que l'angle AOB a bien coïncidé par 
retournement avec B'OA'. 

Dès lors les triangles AOB, A'OB', sont égaux et de même sens, 
comme ayant un angle égal compris entre cùtés égaux chacun à 
chacun {OA ^= OA'; OB = OB'). Ceci ayant lieu quelque soit le 
point B, l'égalité des deux figures est établie (50). 

Une rotation peut d'ailleurs s'obtenir par wa glissement de la 
figure dans son plan, puisqu'on peut supposer que l'angle de rota- 
tion varie continûment depuis zéro jusqu'à la valeur qu'il doit 
prendre finalement. Dans ce mouvement, chaque point décrit un 
arc de cercle ayant pour centre le centre de la rotation. Ces diffé- 
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rents arcs correspondent a des angles au centre égaux; ils sont, 
avec les circonférences dont ils font respectivement partie, dans un 
même rapport. 

98. Théorème. — Bans deux /ij/ures égales qui dèriveiil l'une de 

l'autre par une roiaiion autour d'un point 

„_^ yA- (fy. 98) : 

\,^^,.-' 1° Deux droites homologues, prises dans des 

,.-' x,^^ sens homologues^ font entre elles mi angle 

\, égal à l'angle de roiaiion et de même sens ; 

""'" "" " 2" Le centre de roiaiion, deux points homo- 

pig jg logues quelconques A, A' et le point de con- 

cours I de deux droites homologues passant 
respectivement par ces points sont quatre jMnts d'une même cir- 
conférence, 

1° La première partie du théorème est vraie, par délinition, 
pour deux droites homologues passant par le centre de rotation; 
elle est, dès lors, Traie pour deux droites homologues quelconques, 
car on peut remplacer chacune d'elles par une droite parallèle 
et de même sens menée par le centre de rotation. 

'2° Les quatre points A, A', 0, 1 sont sur une même circonférence, 
à savoir le lieu des sommets des angles égaux à Tangle de rotation 
et dont les côtés vont passer par les points A, A'. 

99. Une rotation particulière est celle dont la grandeur est de 
deux angles droits ou 180''. Le point A' correspondant au point A se 
construit alors en joignant OA et prolongeant cette droite au delà 
du point d'une longueur égale à elle-même. Le point A' ainsi 
délini est ce que l'on nomme le symétrique de A par rajiport au 
point 0. Ainsi, en Géométrie plane, la symétrie par rapport à un 

point et la rotation de 180° autour de ce 
t — — _^' point sont deux opérations identiques. 

100. Si, dans deux figures égales et de 
même sens, deux droites homologues 

■'' „-' AB, A'B' {/ig. 99) sont parallèles et de 

Pij, ^j même sens, les deux figures peuvent être 

amenées à coïncider par une translation. 

En effet, le quadrilatère ABA'B' étant un parallélogramme, AA' est 



y Google 



SUIS LE DEP1..YCKJ!E^T DliS IIGLIIIES. 53 

aussi parallèle h BB', égale et da même sens : ta translation AA.'' 
amène donc les points A, B sur leurs homologues respectifs, ce qui 
entraîne la coïncidence complète des deux figures. 

Si, dans deu-i figures égales et de même sens, un point coïncide 
avec son homologue, les deux figures peuvent être amenées à coïncider 
par une rotation autour de ce point. 

En effet, k et A' étant deux points homologues quelconques, 
la rotation d'angle AOA' autour du point amène le point A en 
A', tandis que le point n'a pas cessé de coïncider avec son 
homologue. 

101. Nous avons vu (20) que deux figures égales et de sens 
contraires ne peuvent pas être superposées sans que l'une d'elles 
sorte de son plan. Au contraire, deux figures égales et de mémo 
sens peuvent toujours être amenées à coïncider par un déplacement 
du plan, à savoir une translation suivie d'une rotation. Si, en effet, 
A et A' sont deux points homologues des deux figures, la translation 
AA' imprimée à la première fera coïncider ces deux points, après 
quoi une rotation autour du point A' suffira (numéro précédent) 
pour achever la superposition. 

En observant que la translation ne change pas les directions 
des droites, on en déduit que deux droites homologues quelconques 
de deux figures égales et de même sens font entre elles un angle 
eonslanl : c'est ainsi qu'on peut parler de Vangle des deux figures. 

102. Mais, des deux opérations précédentes (translation et rota- 
tion), on peut montrer qu'une seule est nécessaire. On a, en effet, 
le théorème suivant : 

Théorème.— Deux figures égales et de même sens peuvent toujours 
être amenées à coïncider, soit par une translation, soit par une 
rotation autour d'vn point convenablement choisi. 

Ce point a reçu le nom de centre de rotation. 

Démonstration. — Soient A, B deux points de la première figure ; 
A'i B' leurs homologues dans la seconde. Nous ferons coïncider 
les deux figures si nous pouvons faire coïncider les segments 
AB, AB'. 

1° Si les droites AB, A'B' sont parallèles et de même sons 
[fiij. 99), les figures dérivent l'une de l'autre par translation; 
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U GÉOMÉTIUE. 

2° Supposons donc qu'il n'eu est pas ainsi. Cherclions si les 

deux figures peuvent dériver l'une de l'autre par une rotation. 

Nous connaissons l'angle de cette rotation, égal à l'angle des 

deux figures, par exemple à l'angle des droites AB, A'B' {/ig. 100). 

Nous devrons donc trouver un point 

û tel qu'une rotation ayant pour centre ce 

;jj^-, point et, pour angle, l'angle en question 

;' \ ■•,, amène le point A sur le point A'. Or ceci 

'■i,,^ revient à chercher le centre d'un segment 

ni \ B' de cercle décrit sur AA' comme base et 

\ \ capable d'un angle égal à la moitié de 

\ l'angle de rotation et de même sens(puis- 

J\ que l'angle au centre est double de l'angle 

^r^^^ 1^^ inscrit qui intercepte le même arc). 

Le point se trouvera donc, d'une 
part, sur la perpendiculaire au milieu de AA'; d'autre part, sur la 
perpendiculaire à ta tangente au segment de cercle, construite 
comme il est indiqué au n" 9IJ(Constr. 14). 

Inversement, le point étant ainsi déterminé, la rotation qui a ce 
point pour centre et, pour angle, l'angle des deux figures, amènera 
le point A sur le point A'; elle fera prendre à la droite AB une 
position parallèle h A'B' et de même sens, c'est-à-dire confondue 
avec elle, puisque l'extrémité A' est commune. Il y a donc super- 
position. 

Remarque. — On aurait pu démontrer la même proposition en 
définissant le point 0, soit par la rencontre des perpendiculaires 
élevées au milieu de AA' et de BB', soit (98) par la rencontre des 
circonférences circonscrites aux triangles lAA', IBB', le point I 
étant le point d'intersection de AB, A'B'. On établirait, dans l'un 
ou l'autre cas, que les triangles OAB, OA'B' sont égaux. 

102 Us. Le théorème précédent résuite encore de la décomposition 
d'une translation ou d'une rotation quelconque en deux symétries. 

Lemme. — Deiix symétries iuccessioes par rapport à deux droites Di, l\ 
éqttivalent : 

1° Si les deux droites Dj, Dj sont parallèles : à iitte iramlalion perpendi- 
culaire à la direction commune des detue droites et double de la Iranslalian qui 
atnènerail la première droite sur la seconde; 

2° Si ces deux droites sont concourantes : à une rotation ayant pour centre 
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te point de concours et double de celle qtti amènerait ta première droite sur la 
seconde. 

Démonslmlion. — Soient I'' une figure, F' sa symëlrique par rapport à 
Dj, F" la symétrique de F' par rapport à D^. 

1° Supposons !es droites D,, Dj parallèles {jîg. ini), M étant, un point 
cpielconque de F, nous on prendrons le symé- 
trique M' par rapport à Dj, en prolongeant d'une m-. 
lougucur égale à elle-même la perpendiculaire 1 
MHi abaissée de M sur H, ; puis nous prendrons o,_ h, ; 
le symétrique M" de M' par rapport à Dj, en 
prolongeant d'une longueur égale à elle-même 1 
la perpendiculaire M'H^ abaissée de M' sur Do. )m- 

On voit immédiatement que les trois points d, fb: 

M, M', M" sont sur une même perpendiculaire „; 

commune à D,, D3. De plus, si l'on suppose pour yj,._ m, 

fixer les idées, le point M' entre D, et Dj, le 

segment MM", égal à la somme de MM' et de M'M" {fiy. lOi), est double 

du segment IliH^ qui est la somme de M'Hi et de M'H^. 

Cette conclusion subsisterait si le point M' était extérieur aux deux 
parallèles D„Dî; le segment MM" serait alors la différence de MM' et M'M", 
et le segment HiHg la différence de M'Hi, M'Hj. La translation représentée 
par un segment perpendiculaire aux deux droites et double de HjHa amène 
donc bien un point quelcouque de F' sur son homologue de F". 

2° Supposons les deux axes de symétrie concourant en un point 
{fig, 102), et soient encore M, M', M" trois points correspondants des trois 
figures F', F', F", de sorte que les points M, M' 
sont symétriques par rapport à D,, les points 
M',M" par rapport à Dj. Les trois poinis M, 
M', M" sont évidemment sur une même circon- 
férence de centre 0. De plus l'angle MOM", égal 
à la somme ou à la différence des angies 
MOM', M'OM", est double de l'angle de D, avec 
Dj, qui peut Être considéré comme la somme 
ou la différence des angles que fait OM' avec Dj 
et avec Dj. La rotation définie dans l'énoncé 
amène donc bien chaque point M sur le point 
M" correspondant. ^ 

HfiMABQUE. —Deux symétries successives par 
rapport à une même droite se détruisent, chaque point revenant à sa 
position primitive. 

Corollaire. — Inversement, toute translation peut être remplacée par 
deux symétries successives par rapport à deux droites perpendiculaires 
â la direction de la Imnslalion, et dont l'une petit d'ailleurs être clioisie 
ortÂlraircmen' ; 
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Toute rotation peut être remplacée par detix symétries successives par 
rapport û deux droites passant par le centre de la mlalion et dont rime petit 
d'ailleurs être choisie arbitrairement. 

Il suffît en effet, dans le cas du la translation, de mener la droite non 
prise arbitrairement à une distance de l'autre égale à la demi-transklion ; 
et, dans le cas de la rotation, de faire avec la droite choisie arbitrairement 
un angle égal à la demi-rotniion, 

103. Théorème. — Des translations ou rotations successives, en nmnbre 
quelconque, peuvent se remplacer par une seule translation ou une seule 
rotation. 

C'est ce que l'on nomme compose)' ces dii placements : le diSplaccmenl 
(inal obtenu est dit le résullanl des déplacemcnis donnés. 

Il suffît de savoir composer deux déplacements; car si l'on en 
avait trois, on commencerait par composer les deux premiers, puis le 
déplacement résultant avec le troisième; et Ton continuerait d'une façon 
tout analogue si les déplacements à composer élaienten nombre supérieur 
à trois. 

D'ailleurs deux translations successives, remplaçant une droite quel- 
conque par une droite parallèle et de même sens, équivalent ù une 
translation unique (100), 

Nous n'avons donc à nous occupei' que d'une translation suivie ou 
précédée d'une rotation, ou de deux rotations. 

Prenons, par exemple, le premier cas; en supposant, pour fixer les idées, 
que la translation soit effectuée la première. Cette translation peut Elre 
décomposée en deux symétries relatives à deux droites Dj, Dj, et de inPme 
la rotation en deux symétries relatives à deux droites D',, D'j ; de sorte que 
nous aurons à opérer en tout quatre symétries successives par rapport il 
Di, Da, D'i, D'j. Mais, la droite Dj étant une droite arbitraire perpendi- 
culaire à la translation, et la droite D'j une droite arbitraire passant 
par le centre de la rotation, nous pourrons les faire coïncider toutes 
deux avec la perpendiculaire à la translation menée par le centre de la 
rotation. 

Dès lors, les symétries relatives à ces deux droites se détruiront 
et il ne restera plus que les deux symétries relatives à Di, D'^, lesquelles 
équivalent (numéro précédent) à une rotation ou à une translation 

Si l'on avait à composer deux rotations, on prendrait, tant pour la droite 
Dj que pour la droite D',, la droite qui joint les deux centres donnés. Le 
théorème est donc démontré dans tous les cas. 

Le théorème du n" 101 peut être regardé comme un corollaire de celui 
que nous venons d'établir, un déplacement quelconque d'une figure plane 
pouvant être obtenu par une translation suivie d'une rotation, savoir (A et 
A' étant deux points homologues quelconques de la figure primitive et de 
la figure déplacée} la Iranslalion kk' suivie d'une rotation de centre A' et 
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d'angle cf^ai à l'angle des deux figures (fig. 103). Les droites Dj, i)', sont 

alors confondues avec la perpeiidiculaire à AA' menée par le poiut A' ; la 

droite Di sera par suite la perpendiculaire 

au milieu de Ai', et D'à s'obtiendra en faisant 

tourner Dj autour du point A d'un angle égal 

à la demi-rolation. Le point de rencontre de 

U), D'î donnant le centre de la rotation, nous \ 

voyons que cette construction est entièrement '■■-,'■, 'A 

conforme à celle qui a été donnée plus liant ; o\, 

car, en consf.raisunl (Coiislr. 14) la taii^enle V"-., '.^ 

au segment de cercle décrit sur AA' comme \ "'■<'., 

base et capable d'un angle égal à la demi-rota- \ .--'v, 

tion, on trouve bien une perpendiculaire à D'^. ,,V \ --^ 

104. Théorème. — Lorsqu'tme figure inva- ^ 

viable se déplace dans son plan, à e/iaque '\ 

ittstaiU les normales aux trajectoires des différents '\ 

points vont [si elles ne sonlpas toiUes pwalléles) ■,"' 

concourir en un même point, que l'on nomme 
le centre instantané de rotation. 

Écartant le cas où toutes les normales aux trajectoires des différents 
points M, N, P... de la figure mobile sont parallèles, nous supposerons que 
deux d'entre elles, les normales 
en M et N, par exemple, se cou- 
pent eu un point {fig. 104). 

Considérons une seconde |)osi- 
tion de la figure mobile, voisine 
de la première, les nouvelles po- 
sitions des poiiilsM, N, P... étant 
M', N', P'... Les perpendiculaires 
aux milieux de MM', MN', PP'... 
passent toutes par un même point 
Oj, le centre de la rotation qui 
amènerait la première position 
de la figure sur la seconde. Si 
maintenant l'on imagine que la p^^ 554 

seconde position se rapproche 

indéfiniment de la première, le milieu de MM' aura pour limite le point 
M; et !a droite MM' elle-même, la tangenle en M à la trajectoire de ce 
point ; la perpendiculaire au milieu de MM' lendra donc vers la normale 
h cette trajectoire. De même, la perpendiculaire au milieu de NN' tendra 
vers la normale à k trajectoire de N. Le point Oi a dés lors pour limite le 
point 0, de aorte que les normales aux trajectoires de P.,., qui sont les 
positions limites des perpendiculaires aux milieux de PP'..., 
bien (') par ce point 0. 

(1) Nous adtnatloiis ici, * lili-o d'osiomos, des pioposUiors toiles quo coUcs-i 
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Corollaire, — Si on sait trouver les iaiigmtes aux trajectoires de deux 
points d'une jiyure invariable qui se meut, on peut trouver la tanyenic à la 
trajectoire d'un point quelconque de la figure. 

Car les perpendiculaires aus deus langeutes connues déterminent le 
centre instantané fit, par suite, permettent de tracer la normale à la 
trajectoire d'un point quelconque, 



EXERCICES 



92. Si ime figure invariahle se déplaee de manière que deux de ses droiles passent 
chacune par un point flïe, il esisle une infinité de droites de la figure qui, dans le 
déplacement, louraent également chacune autour d'un point fixe. Toute autre droite 
de la figure mobile reste tangente à un cercle fixe. — Le centre de rotation de deux 
positions quelconques de la figure est toujours sur un certain cercle fise. 



93. Étant données trois flgui 
les trois centres de rofalion de 
du triangle qui a pour sommets ces trois points 
que font deux à deux les figures données, ou au.\ suppléi 



égales et de même sens F„ Fj, Fj, on détermine 

figures prises deux à. deux. Montrer que les angles 

moitiés des angles 



e même angle, n 



s des( 



la moitife. 

i, autour de 



05. Deux figures égales, ma 
k coïncider: 

1' D'une infinité de manières, par trois symétries ; 

2' D'uneintlmté de manières, par une translation précédée 

3' D'une manière et d'une seule, par une translation 
symétrie par rapport aune droite parallèle à latranslaliou. 

86. Construire un triang mm 

trois parallèles données, ou s rc 

97. TrouTOP, sur une circo g 

les droites joignant respecti m 

parallèles. 

Plus généralement, trouve 
donné, tel que les droites j g re m 

donnés fassent entre elles un g 



contraires, peuvent toujours êtres amenées 



point variabh Mt a pow limits m } 
une dii-eclioH D, la pnrallèU menti 
menée par le point II â D. — Si 
dMerteelion de D„ B', tend lier» h 
aitioiia SODE des thâorÈmes qui doh 
tration, parce qu'elle ne pourrait i\ 



it âtreddPiODtrâs ; 



n direction D, a pour lonile ta 
', ont let positions limite! D, IT, 
le D. D'. Etc. ~ En Féalité, e> 
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SUil [.E OÉPLACIiJIEMT DES FUil'ItES. 



PROBLÈMES 



93. On joint un point quelconque M d'une eircoiiEéreiice aux points decoiitacl A, 11 
des tangentes menées par un point P déterminé du plan. Par le point P on mène 
une parallèle à la tangente en M. Montrer que les droites MA, MB interceptent sur 
cette paiftlIËle un segment dont la longueur est indépendante de la position du 
point M, et qui est divisé par le point P en deux parties égales. 

99. Soient ABC un triangle équilatéral inscrit à un cercle et M nu point de 
l'arc BC. Montrer que la droite MA est égale à MB + MC, 

100. Par les trois sommets d'un triangle équilatéral, on mène trois droites telles 
que les bissectrices des angles que chacune d'elles forme avec la hauteur issue du 
même sommet soient parallèles. Montrer que ces (rois droites concourent en un 
même point, situé sur le cercle circonscrit au triangle. 

101. Les milieux des côtés d'un triangle, les pieds des hauteurs et les milieus des 
segments compris, sur chacune de celles-ci, entre le sommet dont elle est issue et le 
point de rencontre, sont neuf points d'une même circonférence (ceivle des neuf 
points). Le centre de celte circonféreace est le milieu de la droite qui joint le point 
de rencontre des hauteurs du triangle donné au centre ilu cercle circonscrit ; son 
rayon est la moitié du rayon du cercle circonscrit. Déduire de là l'énoncé proposé 
plus haut, ex. 70. 

101 bis. Dans tout triangle, la circonférence qui passe par les centres des trois 
cercles ex-inscrits a sou centre à l'intersection des rayons qui, dans chacun de ces 
cercles, vont au point ile contact avec le côté correspondant; ou encore, son centre 
est symétrique ducentre du cercle inscrit par rapport au centre du cercle circonscrit. 
Son rayon est double de celui du cercle circonscrit. 

103. Dans tout triangle, les pieds des perpendiculaires abaissées, du pied de la 
hauteur relative à chacun des eûtes, sur les deux autres, sont sis points d'une 
même cii'conférence. 

103. Dans un triangle ABC, la perpendiculaire au milieu du cûté BC et ia bissectrice 
de l'angle A se coupent sur le cercle circonscrit. Leur point d'intersection est à égale 
distance des points B,C, du centre du cercle inscrit et du centre du cercle ex-inscrit 
dans l'angle A. — Théorème analogue pour la bissectrice de l'angle extérieur en A. 

lîn oonduveque la somme des rayons des cercles ex-inscrits est égale au rayon du 
cercle inscrit, plus quatre fois le rayon du cercle circonscrit, 

103 bis. Construire un triangle, connaissant la hauteur, la médiane et la lùssectriœ 
issues d'un même sommet et limitées au côté opposé. 

lOi. Deuï tangentes d'un cercle et leur corde de contact divisent en deux parties 
égales la perpendiculaire menée, par un point quelconque de cette derniers;, à ki 
droite qui joint ce point au centre. 
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105. Sur les trois cMs d'un triaagle ABC, on co 
les triangles équilatéraux BCA', CAB', ABC et 1' 

1° Que ces droites sont égales entre elles; 

2° Qu'elles se coupent en un même point, d'où l'on voit les U'ois côtés sous le 
même angle ; 

3* Que si ce point est intérieur au ti-iangle, la somme de ses distances aux ti'ois 
sommets est égale à la longueur commune des droites AA', BB', CC. (Es. 99). 

106. Les cercles circonscrits aux quatre triangles que forment entre elles quatre 
droites qui se coupent deu.'c à deux passent par un même point (démontrer ce 
théorème : l." directement; 2" en utilisant S'eiercice 73). — Les centres de ces cercles 
sont sur une même circonférence, qui passe également par ce même point 0. 

107. Les bissectrices des angles que l'on forme en prolongeant ]usqu"il. leur 
reneont."e les côtés opposés d'un quadrilatère inscriplible sont perpendiculaires 
entre elles. Elles sont respectivement parallèles aux bissectrices des angles que 
forment entre elles les diagonales du même quadrilatère. ~ Réciproque. 

107 b-is. Deuy circonférences quelconques étant coupées par deux droites quel- 
conques, les cordes qui joignent deux à deux les points d'intersection des deux 
droites aves la première circonférence coupent les coivles qui joignent deux à 
deux les points d'intersection des mêmes droites avec la seconde circonférence en 
quatre points d'un même cercle. 

108. Étant donné un triangle ABC, quel est le lieu des points M tels que les perpen- 
diculaires menées respectivement des sommets A,lî,C aux droites AM,B)I,CM 
soient Cl 



109. Lieux des sommets des rectangles considérés dans l'exercice 4é, loi'st 
parallélogramme donné est arliculé, c' 

110. Sur deux segments consécutifs AB, BG d'une droite, on décrit deux circonfé- 
rences variables, mais toujours égales entre elles. Ces circonférences se coupent au 
point B et en un second point dont on demande le lieu. 

Ul. Soient OA, OB deux rayons rectangulaires mobiles d'un cei'cle 0. Par les 
points A, B l'espectivement, on mène des parallèles à deux directions rectangulaires 
Bxes. Lieu du point où se coupent ces deux droites, lorsque l'angle droit AOB tourne 
autour du centre. 

lia. Deux cercles, dont chacun touche une droite lise en un point fixe, varient en 
restant constamment tangents entre eux. Trouver le lieu de leur point de contact 

113. Lieu décrit par le sommet de l'angle droit d'un triangle rectangle invariable, 
lorsque les deux aulressomnieCSglissent sur deux droites rectangulaires- 

114. Tracer une droite sur laquelle deux circonférences données interceptent des 
cordes de longueurs données. 

115. Inscrire, dansunecirconférencedonnée.un triangle dont les trois côtés soient 
parallèles à des directions données; ou dons deux côtés soient parallèles à des 
directions données et dont le troisième côté passe par un point donné. 

116. Étant donnés une droite a:^ et deux points A, B, trouver sur la droite un 
point M [fil que l'angle Alla,' soit double de l'angle iiibj. 
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H7. Construire un pentagone {ou, en général, un polygone d'un nombre impiiir 
cle côtés), connaissant les milieux des câtés. 

Qu'arrive-l-il dans le cas d'un polygone d'un nombre pair de côtés ? 

lis. ConEtruire un trapèze, connaissant les quatre côtés. 

Plus généralement, construire un quadrilatère, connaissant les quatre côtés et 
l'angle que font deux côtés opposés prolongés ['), 

110. Couper les côtés AB,ACd'un triangle par une sécante do direction donnée, qui 
intercepte sur ces côtés, à partir des sommets B, C respectivement, des segmeots 



lao. Tracer, à deux parallèles données, une perpendiculaire 
d'un point donné sous un angle donné. 

121. On donne un cercle, deux points P, Q de ce cercle et une droite. Trouver sur la 
circonférence un point M tel que les droites MP, MQ interceptent sur la droite 
donnée un segment IK de longueur donnée. 

1Î3, Mfime problème quand on donne, non la longueur du segment IR, mais lo 
milieu de ce segment. 

1Î3. Construire un caiTà dont les côtés passent par quatre points donnés, — Le 
problème peut-il admetire une infinité de solutions? Quel serait alors le lieu des 
centres des carrés répondant à la question ? 
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LIVRE Ili 
DE LA SIMILITUDE 



CHAPITRE PREMIER 



LtGNES PROPORTIONNELLES 



105. On sait {') que l'on appelle proportion l'égalité de deux 

rapports et que deux grandeurs sont dites proportionnelles lorsque 

leurs valeurs se correspondent de manière que le rapport de 

deux valeurs quelconques de la première soit égal aux rapports 

des valeurs correspondantes de la seconde, Ainsi, les deux lignes 

AB A'B' 
AB, CD seront dites proportionnelles à A'B', CD si Ion a— ^^TJïy- 

106. Dans l'égalité précédente, j^ désigne le rapport des deux 

lignes AB et CD; mais nous appliquerons encore, ici et dans tout 

ce qui va suivre, la convention formulée au n" 69 et, ayant choisi 

d'une façon qiielconque, mais une fois pour toutes, une unité 

de longueur, nous remplacerons les lignes elles-mêmes par les 

AB ,. mesure de AB 

nombres qui les mesurent : ainsi, rrr- voudra dire ^ — r^. 

^ CD mesure de CD 

Nous avons le droit d'opérer ainsi, car nous n'avons nullement 

changé par cette substitution la valeur du rapport, d'après un 

théorème déjà rappelé (livre II, n" 68, 2"). 
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Nous pourrons, dès lors, appliquer aux rapports des lignes les 
propriétés démontrées en arithmétique (') pour les rapports des 
nombres, telles que les suivantes : 

On ne change fas un rapport en viuUipliant ou divisant les deux 
termes par une même quantité; 

Pour multiplier deux rapports, on multiplie les ntimératettrs entre 
eux et les dénominateurs entre eux; 

Dans une suite de rapports égau,x, la somme des numérateurs est 
à la somme des dénominateurs comme un numérateur est à son 
dénominateur; etc. 

Et aux proportions entre lignes les propriétés des proportions 
entre nombres, telles que les suivantes : 

Dans toute jiroportion : 

Le ptroduit des extrêmes est éffal au produit des moyens; 

On peut intervertir l'ordre des extrêmes ou celui des moyens; 

La somme {ou la différence) des tei-mes du premier rapport est 
à l'un d'entre eux comme à la somme {ou la différence) des termes 
du second rapport à l'un d'entre eux; 

Réciproquement, chacune des égalités ainsi obtenues entraîne la 
proportion primitive; etc. 

Ainsi, l'égalité 7^=-% est équivalente aux suivantes : 

a __b a-\- b c-\- d a —b ^c — d 

^ c d h d b d 

c'est-à-dire que chacune de ces égalités entraîne toutes les autres. 

En particulier, si l'on sait que les trois points en ligne droite 



A, B, C (//(/. lOo) se succèdent dans le même ordre que les 
trois points en ligne droite A', B', C, les proportions 

ab_a'b; ab_a;b' ac _ a'c 
bc~b'c'' ac~a'c'' bc~b'c' 

sont équivalentes les unes aux autres. 
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Nous rappellerons aussi que l'on peut, connaissant trois termes 
d'une proportion, en déduire le terme non conmt : la proportion 

- ^ - donne, si l'on suppose donués a, h et c : 

Ce terme d est dit quatrième proportionnel à a, l>, c. 

On voit (jue, dans deux proportions qui ont truis termes 
homologues communs, les quatrièmes termes sont égaux. 

107- On dit qu'un nombre b est moyen proportionnel {ou moyen 
géométrique) entre deux autres, si l'on peut écrire la proportion qui 
a pour extrêmes a et c eL dont les rlenx moyens sont égaux à À ; 



Cette égalité est équivalente à 



de sorte que pour trouver tui moyen proportionnel entre deux 
nombres, a et c, il faut extraire la racine carrée du produit de ces 
deux nombres. Le nombre c est dit troisième proportionnel a a etb. 
Bien entendu, conformément aux conventions précédentes, nous 
dirons qu'une ligne b est moyenne proportionnelle ou moyenne 
géométrique entre deux autres a et c si le nombre qui mesure I» 
est moyen proportionnel entre les mesures de a et de c, c'est-à-dire 
si l'on peut écrire entre les trois mesures (ou, ce qui revient au 

même, entre les trois lignes) la proportion j = -. 

108. Il existe un point, p,t un seul, qui divise un segment donné 
dans un rapport donné. 
Soient, en effet, AB {fig. 106) le segment donné, r le rapport 

donné. On cherche un point M tel que -^-r- ^r : ce qui peut s'écrire 

sous forme d'une proportion 

AM_r 

BM""1 



yGoosle 



LIGNES PliOPOilTIONKELLKS, 
et, dès lors, csL Cquivalcnt à 



AB 1 + r 
proporlion qui est vérifiée pour une valeur de AM, et u 



AM = AB-— — -■ 

Le segment ainsi déterminé est plus petit que AB. En le portant 
;ur AB à partir du point A, on obtiendra le point M répondant 
L la question. 



109. Considérons un point M qui se déplace sur la droite AB en 

allant du point A vers le point B. Le rapport — ^ va constamment 

en croissant, puisque le numérateur croît, tandis que le dénomina- 
teur décroît. 11 peut, d'ailleurs, prendre n'importe quelle valeur 
donnée, d'après la proposition précédente, en particulier des valeurs 
aussi petites qu'on le veut (lorsque le point M est suffisamment 
voisin de A] et des valeurs aussi grandes qu'on le veut (lorsque le 
point M est suffisamment voisin de B). En un mot, ce rapport, parti 
de 0, croît constamment et au delà de toute limite lorsque le 
point M va de A en B. 

110. Étudions maintenant le rapport ïttf,' le point M' [fîy. 106) 



■VM' 
étant sur un des prolongements de AB. Le rapport —, est alors dît 

le rapport dans lequel le point M' dwUe extérieurement le segment AB. 

Il existe un point, et un sent, qui divise extérieiiremmit un segment 
de droite donnée dans un rapport donné quelconque, pourvu que ce 
rapport soit différent de 1. 

Soit en effet à chercher, sur les prolongements de AB, un point M' 
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. Supposons, 

pour fixer les idées, )'>-l, auquel cas nous devrons chercher le 

point M' sur la droite AB prolongée du côté du point B. La propor- 

.■ AM' *■,..,. ^ 
tion :^—r, =-r Gst équivalente a 



qui est vcriliée par une valeur de AM', et une seule 

AM' = AB — ^. ■ 
)■ — 1 

Ce segment est plus grand que AB (puisque est plus grand 

que 1). En le portant à partir du point A dans le sens AB, on aura 
le point M' qui répond à la question. 

Si le rapport r était plus petit que i, un raisonnement tout 
semblable donnerait 

AM'= AB -^' 

segment qu'il faudrait à partir du point A, dans le sens opposé 

à AB, pour obtenir le point M'. La proposition est donc démontrée. 

Considérons un point M' qui, partant de B, s'éloigne indéfiniment 

dans la direction Bx {fig. 106). Le rapport j-jtj-, est plus grand 

que -t. Lorsque ie point, en s'éloignant, passe de la position M' à la 

position M'i, ce rapport se rapproche de 1, puisqu'on passe do 

AM' AM' 

rapport ^r—; an rapport =~ en ajoutant la même quantité M'M', aux 
BM BM , 

deux termes ('). D'ailleurs, il peut prendre toutes les valeurs 

(supérieures à 1), en particulier des valeurs aussi grandes qu'on 

veut (lorsque M' est suffisamment voisin de B) et des valeurs aussi 

voisines qu'on le veut de 1 (lorsque M' est suffisamment éloigné). 

En un mot, le rapport r^r-p part de l'infini, décroît constfimmenl e! 
(1) Voir Taïuiery, Lfçons ^AHlhmmqM?. cbap. ti, ii° Sis. 
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iend vers i, lorsque le point M' part de B el s'éloigne indéfiniment 

dans la direction Bx. 

On voit de même que si le point M' pari de A et s'éloigne 

AM' 
indéfiniment dans la direction de kaf (fig. i06), le rapport — — , part 

de o, croit constamment el tend vers 1. 

Hl. Définition. — Deux points C, D, (fig. 107) qui divisent, 
l'un intérieurement, l'autre extérieurement, un même segment AB 
dans le même rapport, sont dits conjugués harmoniques par rapport 
à, ce segment {on dit encore qu'ils divisent harmoniquemenl ce 
segment). 

Si un segment C D divise harmoniquement un segment A B , 
réciproquement celui-ci divise harmoniquement le premier. Car la 

CA DA , ... GA CB 

proportion r— = — ~ donne par inversion des moyens : rrr = 777; ■ 
Cd DU L)A Ud 

Tout point pris sur un segment donné AB ou sur un de ses 

prolongements a un conjugué harmonique par rapport h ce 

ai) C). Deux segments qui se divisent harmoniquement empiètent 
toujours l'un sur l'autre (c'est-à-dire ne sont ni entièrement 
extérieurs, ni entièrement intérieurs l'un à l'autre). 

112. Au contraire, deux segments CD, CD' qui divisent harmoni- 
quement un même troisième AB sont, ou entièrement extérieurs, ou 
entièrement intérieurs Pun à l'autre. 



plus petit que 1, les segments sont extérieurs l'un a l'autre : ils 
sont de côtés différents du milieu I de AB. S'il n'en est pas ainsi 



{fig. 107} et que, par exemple, les deux rapports dont nous venons 

(I) Lo conjugué du point I iloit être considiicé comme rejeté & Hofiiii. On aatei.il par 
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de parler soient tous deux plus grands quel, les deux segmentK 
CD, CD' seront du même côté du point 1 et comprendront tous 
deux le point B, Mais la discussion des n"* 109-HO prouve que le 



rapport 



MB ^ 



rapproche de 1 quand on s'éloigne du point B dans 



uu sens ou dans l'autre (du moins quand on ne dépasse pas le 
point I). Donc celui des deux segments qui correspond au rapport 
le plus voisin de 1 comprend l'autre à son intérieur. 

113. Théorème londameutal- — Deux sécantes quelconques son! 
coupées en parties proportionnelles par des droites parallèles. 

Soient les deux sécantes ABCD , A'B'C'D', coupées par les 
parallèles AA.', BB', CC, DD'. Les points A', B', G, D', se succèdent 
dans le même ordre que les points A, B, C, D (le contraire exigeant 
que deux des droites AA', BB', CC, DD' se coupent). Je dis que 



l'on a 



CD _ G'D' 
ÂB ~ A'B'' 



IVous distinguerons deux cas ; 

1° Si les segments AC, CD sonl égaux {fig. 108), il en est de même 

de A'B', CD'. En effet, 

par le point B r 

à A'B' 

jusqu'à rencontre en h 




■ A A' et, 



le 



point D, la parallèle Dd 
jusqu'à, rencontre en d 
avec ce. Si AB=CD, 
les deux triangles ABi, 
CDd sont égaux comme 
ayant un côté égal 
AB := CD adjacent à deux angles égaux chacun à chacun comme 
correspondants. On a donc Bô ^^ ùd. Or B6 et Drf sont respecti- 
vement égaux à A'B', CD', ainsi que cela se voit dans les parallélo- 
grammes BèA'B', hdC'D'. 
2" Cas général ('). — Les points A,B,C,D étant quelconques, 



(1) La dén 
[Voir LtçBia 



iril/mét 



n»i03] : Bsia 



imétique ûé^k rnppelé. 
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nous allons démontrer que les valeurs à — près des deux rapports 

CD , CD' . , , 

~ et sont égales, quel que soit n. 

Soit, par exemple, n=^S : divisons AB en cinq parties égales aux 
points 1, 2, 3, 4 {fig. 109) et supposons que la cinquième partie 
de .\B soit contenue deux fois, mais 
non trois dans CD : soientl, TI, III 
les extrémités de trois segments 
égaux au cinquième do AB et 
portés successivement sur la droite 
CB à partir du point C ; de sorte 
que les points I et II sont entre C 
et D {le dernier pouvant toutefois 
coïncider avec C), le point III au 
delà du point D. Par tous ces 
points 1, 2, 3, 4, I, II, III, menons 
des parallèles à la direction corn- p^, m-j. 

mune des droites AA', BB', CC, 

DD', jusqu'à rencontre en 1', 2', 3', 4', I', H', III', avec la droite 
A'B'C'D'. Nous avons ainsi divisé A'B' en cinq parties égales et 
porté trois fois l'une de ces parties à partir du point C dans la 
direction CD' (1"). Les points I', II' étant dans l'intervalle CD' et le 
point Iir au delà du point D' (d'après la remarque faite tout d'abord) 
le théorème est démontré. 

114. Théorème. — Une pa- " /^C ï 

rallèle DE à l'un des côtés d'un / \ 

triangle ABC partage les deux / \ 

autres côtés AB, AC en parties dZ__ "^ 

proportionnelles {fig. 110). / \ 

En effet, si par le sommet A / \ 

nous menons une parallèle 3:1/ g —— — ~~-c 

à BC, le Ihéorème précédent nous fiu. nu. 
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prouve que les parallèles BC, DE, xy divisent les socanLes AB, AC en 
parties proportionnelles. 

Remarque. — La division dont il s"agit peut être intérieure ou 
extérieure ; mais elle est de même nature sur les deux cOtés. 

Réciproque. — Si une droite divise deux côtés d'un triangle en 
parties proportionnelles, elle est parallèle au troisième côté. 

Soit la droite DE qui divise les côtés AB et AC en parties 
proportionnelles [fg.) \\\- Par le point D, menons une parallèle 
" ~ "! point où celte parallèle 




BC, et soit E' 

coupe AC. Le rapport 



AE' 



est égal au 
rapport ~ (tliéor. précéd.), et par suite 

au rapport -p-; (hypothèse). Les points E,E' 

coïncident donc (108) et DE est parallèle 
àHC. 

115. Théorème. — Dans tout triangle : 

X" La bissectrice d'un angle quelconque partage le côté opposé en 
parties proportionnelles aux 
_,.-f côtés adjacents ; 
,,-'' / 2° La bissectrice d'un angle 

extérieur détenni7ie de même 
sur le côtéopposé deux segments 
proportionnels aux côtés adja- 
cent.'!. 

1° Soit la bissectrice AD de 
l'angle A (lu triangle ABC 
[fin. 112,. 




Je veux démontrer que :r— 



BD _ AB 

DC ""' AC' 



A cet^efïet, menons la parallèle CE h, AD jusqu'à rencontre en E 
avec AB. On a, dans le triangle BAD coupé par la parallèle CE îi AD, 

BD _ BA 
DG~ÂË' 
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LIGNES PROPOimQ>I.Mi;U.ES. 111 

Mais le triangle ACE a ses deux angles en C et en E égaux , comme 
égaux respectivement aux deux moitiés A,, A^ de l'angle en A [E = A, 
comme correspondants ; G =; A^ comme alternes internes) ; il est 
donc isoscèle, et l'on peut, dans la proportion précédente, remplacer 
AE par AC : d'où la proposition énoncée. 
2° La hissecti'ice AF de l'angle extérieur en A ifig. 113) du 




triangle ABC rencontre le côté BC en F (du moins si le triangle n'est 
pas isoscèle). Nous voulons démontrer que-rr; ^ -Tc' 

La démoustration est tout à fait semblable à la précédente. On 
mènera par le point C une parallèle CG à AF et on remarquera : 
BF BÂ. 

cf~ag' 

triangle ACG est isoscèle (comme ayant les angles en C et G égaux 
respectivement aux deux moitiés de l'angle extérieur en A et, par 
suite, égaux entre eux), ce qui permet de remplacer AG par AC. 

Remarque. — On voit que la bissectrice d'un angle d'un triangle et 
la bissectrice de l'angle extérieur adjacent divisent harmoniquemenl le 
côté opposé. 

Réciproque. — 1° Si une droite issue d'un sommet d'un triangle divise 
intérieurement le côté opposé en parties piroportionnelUs aux côtés 
adjacents, elle est bissectrice de l'angle au sommet; 

2° Si une droite issue d'unsommet d'un triangle divise extérieurement 
le côté opposé en parties proportionnelles aux côtés adjacents, elle est 
la bissectrice de l'angle extérieur correspondant. 

Car il n'y a (108) qu'un seul point qui divise intérieurement le 
côté BC [fig 112) en parties proportionnelles auxcôtés adjacents, 
et c'est le pied de la bissectrice de l'angle en A. De même, il n'y a 
(110) qu'un seul point qui divise extérieurement le côté BC en 



y Google 



parties proportionnelles aux cotés adjacents, el c'est le pied de la 
bissectrice de Taogle extérieur en A. 

il6. Théorème. — Le lieu géomélvique des points dont les distances 
à deux points fixes sont dans un rapport donné {différent de t) est une 
circonférence. 

Soient A, B {fii}. 114) les deux points donnés : cherchons le 

lion des points M tels que ' soit égal à uu nombre donné m. 
^ ^ MB " 

Il existe deux points du lieu, l'un C sur lo segment AB, l'autre D 

sur son prolongement: ce 

esont les points dont nous 
avons reconnu rexistenee 
auxn^'lOS-HO. Soit alors 
un point quelconque M du 
° lieueherché. Ladroite MC, 
qui divise AB en parties 
CA, CB, proporlionnelles 
à MA, Mlî, est bissectrice 
jjj de l'angle en M du triangle 

AMB, La droite MD, qui 
divise extérieurement le cùté AB de ce triangle en parties 
proportionnelles aux eûtes adjacents, est bissectrice de l'angle 
extérieur en M. Ces deux droites sont donc rectangulaires 
(liv. I, 17) et par suite le point M appartient h la circonférence C 
décrite sur CD comme diamètre (liv. II, 78). 

Réciproquement, supposons le point M sur !a circonférence C. 
Menons par M une droite MA', symétrique de MB par rapport à MC, 
et soit A' le point oii elle coupe AB, Les droites MC, HD étant les 
bissectrices de l'angle A'MB et de son supplément, le point A' est le 
conjugué de B par rapport au segment CD [H5, Remarque) : il coïn- 
cide donc avec A. Les droites MC,MD étant les bissectrices de l'angle 

AMB et de son supplément, on a bien —- = ■— = m 



Corollaire. — Si l'on divise hannoniquement un diamètre d'un cercle 
en deux points A el B, le rapport des distances d'un point quelconque 
du cercle aux deuxpoints ket B est constant. 
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SIMILITUDE DES TRUN'GLES, 



EXERCICES 



121, Sur ileii.'i droites fiMes, on prend, à partir de deiiï points fixes A, IJ situés 
respectivement siir ces deux droiles, deux segments AM, BN qui vai'ieiit propor- 
tionnellement l'un à l'autre et, par les points M, N respectirement, on mène des 
parallèles à. deux directions données. Trouver )e lieu du point d'iatersection de ces 
deux parallèles. 

125. Deux cordes issues d'un mémo point d'une circonférence divisent harnioni- 
(juement le diamètre perpendiculaire à la droite qui joint leurs extrémités non 



120. Dans quelle région du plan sont 
distauc es à deux points donnés .l,B soit plus grand qi 

lî7. Trouver un point dout les disianees aux sommets d'un triangle soient 
proportionnelles à trois nombres donnés. 

Le problème, lorsqu'il est possible, a en général deux solutions. Montrer que les 
deux points qui répondent h la question sont sur un même diapëtre du cercla 
circonscrit au triangle donné et divisent harmoniquement ce diamètre. 

1Î8. Par un point commun A de deux circonférences, on mène une sécante mobile 
qui coupe à nouveau les circonférences en M, M'. Lieu du point qui divise MM' dans 
un rapport donné (Ex. 65), 



CHAPITRE II 
SIMFLITUDE DES TRfANGLES 

117. Définition, — Deux triangles sont dits sewMablcs quand ils 
ont'Ies angles égaux et les côtés homologues proportionnels. 

Remarques. — Deux triangles égaux sont, par cela même, sem- 
blables. Deux triangles semblables à un même troisième sont sem- 
blables entre eux : en particulier, si deux triangles sont semblables, 
tout triangle égal au premier est semblable au second. 

Théorème. — Toute parallèle à l'un des côtés d'un triangle forme 
accc les deux autres côtés un triangle seinblable au premier. 
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(iÉOMÉTHIE. 
EL parallèle DE au cOté BC d'un triangle ABC {pj. 115). Jo dis 
que le nouveau triangle ADE est sem- 
blable au triangle ABC. 

En premier lieu, les angles des deux 
triangles sont égaux chacun à chacun, 
l'angle en A étant commun et les angles 
D,E étant respectivement correspon- 
dants de B, C. 



En second lieu, on a (114) 



, AD AE 

AB~AC 



etil nous reste donc seulement 



i prouver que la a 
DE 



!■ commune de ces deux rapports est égale 



BC 



Pour cela, nous mènerons par le point D une parallèle DF à AC, de 

manière à former le parallélogramme DEFC. 

La droite DF coupant les côtés BA, BC en segments proportion- 

Dlî FC AD 
nels,ouai^ = ^^==^- 



Remarque. — La droite DE peut être intérieure au triangle [fi<jAi^) 
ou extérieure {fig. 116 et 117) sans que la démonstration cesse de 




s'appliquer. Toutefois, dans le cas de la figure 117, les angles liomo- 
Sogues non communs des deux triangles sont égaux, non comme 
correspondants, mais comme alternes-internes. 

118, Les propositions suivantes, connues sous le nom do cas de, 
similitude des triangles^ donnent des ci^nditions nécessaires et 
suffisantes pour que deux triangles soient semblables. 
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■ Prenons sur AB une longueur AD := A'B' et menons la 



SIMILITUDE DES TRIANGLES. 

PîiEMiKR CAS BESiaiLîTcnE. — Deux triangles sont x 
ont deitx angles égaux chacun 
à chacun. ^ 

Soient les deux triangles 
ABC, A'B'C, dans lest^uels on 
a A =:; A', B = B' [fig. 118). Je 
porte sur AB une longueur 
AD = A'B'et, par le point C, pj,. jj^ 

je mène une parallèle DE à BC. 

Le triangle ADE est semblable à ABC (Ihéor. préc.) ; il est d'ailleurs 
égal à A'B'C, comme étant équiangle et ayant un cûté égal. 

Deuxième cas. — Deux triangles sont semblables s'ils ont un angle 
égal compris entre côtés proportionnels. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, dans lesquels ok a .\ ^ A', 

AB _ A 'B' 

AC ~ A'C ' 

parallèle DE k BC. Le triangle ADE est semblable à ABC. Il est égal 

à A'B'C comme ayant un angle égal (A= A') compris entre côtés égaux 

chacun à, chacun : AD est efTectivcment égal à A'B' par construction, 

. . j ,• AB A'B',. .... , ,AB AD . ^ 

et [es deux proportions — ^= —r-^i (hypothèse) et — =; — > qui ont 

trois ternies communs, nous donnent .\'C = AE. 

Troihièhe cas. — Deux triangles sont semblables quand Ih ont les 
trois côtés proportionnels. 

Soient les deux triangles ABC, A'B'C, qui ont 77^== ï77s = Tî77r. 
A B A (j B (j 

Portons sur AB une longueur AD ^= A'B' et menons la parallèle DE 

à BC, Le triangle ADK, semblable b. ABC, est égal à A'B'C comme 

ayant les trois eûtes égaux chacun à, chacun. En effet AD =; A'B' par 

AB_AC 

^AD^AE^ 

ont respectivement trois termes communs avec les proportions, 

A ■ 1 V, ,1- AB AC AB BC . , 

données dans 1 hypothèse, tttt, = t;7^, tt;? = st^,- , nous donnent 
AH A\i A li D i_i 

bienAE =.A'C', DE = B'C. 

Remakquiî, — La définition des triangles semblables comprend cinq 
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conditions : trois données par l'égalité des angles chacun à chacun, 
deux par la proportionnalité des cotés. Le corollaire UI du n" 44 
[Livre I) montre qu'on peut supprimer l'une des trois premières 
conditions, ce qui réduit à quatre le total. 

Mais les cas de similitude que nous venons de démontrer nous 
font voir qu'il suffit, pour la similitude, de deux (convenablement 
choisies) des cinq conditions primitives. 

119. Théorème. — Deux triangles qui ont leurs côtés resjyectivement 
paradÈles ou perpendiculaires, sont semblables. 

En effet, dans ce cas, les angles sont égaux ou supplémentaires 
chacun à chacun (liv. I, 43], de sorte que (ABC et A'B'C étant les 
deux triangles) on a 

A = V ou A-f-A' = 2dr., 
B = B' ou B + B' = 2 dr. , 
C = C ou C + C = 2 dr. 

Les trois égalités de la seconde colonne ne peuvent être vérifiées 
ensemble, sans quoi la somme totale des angles des deux triangles 
serait égale à 6 droits, et non à quatre. Deux de ces égalités ne peu- 
vent pas non plus coexister; par exemple, on ne peut pas avoir à la 
fois A -|- A' =2dr., B + B' = 2 dr.; sans quoi la somme totale serait 
égale à 4 dr. + C 4- C. 11 faut donc prendre au moins deux égalités 
dans la première colonne, et les deux triangles ont deux angles 
égaux chacun à chacun [1" cas de similitude). 

120. Tbéorënifi. — Deux triangles rectangles sont semblables lorsque 
le rapport d'un des côtés de l'angle droit à l' hypoténuse est le même pour 
les deux triangles. 

En effet, nous pourrons opérer comme au n" 118 et former un 
troisième triangle semblable au premier et ayant même hypoténuse 
que le second. Le second et le troisième triangle auront alors un 
côté de i'angle droit égal et seront égaux, d'après le 2' cas d'égalité 
des triangles rectangles. 

Remarque. — Outre ce cas de simiUtude, on peut, bien entendu, 
appliquer aux triangles rectangles les cas de similitude des triangles 
quelconques. Par exemple.deux triangles rectangles sont semblables 
quand ils ont un angle aîgn égal (1" cas de similitude des triangles 
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SIMILITUDE DES TRIANGLES. H^ 

quelconques); ou les côtés de l'angle droit proportionnels [2" cas de 
similitude des triangles^ 

121. Théorème. — Un faisceau de droites concourantes découpe sut- 
deux parallèles des se(fmcn!s jyroportionnels. 

Soient, par exemple, les trois droites concourantes SAA',SBB',SCC' 
[fig. 119) qui rencontrent !es deux 
parallèles ABC, k'WG. 

On a, dans les triangles sem- 
blables (117) SAIÏ, SVB', 
A'B' SB' 
TF'^SB 
et, dans les triangles semblables 
SBC, SB'C, 




d'où résulte bien la proportionnalité de A'B', B'C à AB, BC. 

Remarque. — Les segments qui se correspondent sont tous de 
même sens ou tous de sens contraire, suivant que le point S est 
extérieur ou intérieur aux parallèles. 

Réciproque. — Si trois droites interceptent sur deux paroMéles des 
segments proportionnels [tous de même sens ou tous de sens contraire], 
ces (rois droites sont concourantes ou parallèles. 

Si les segments sont égaux chacun à chacun et de même sens, les 
droites sont parallèles {46, 2' réciproque). 

Soient donc les droites AA',BB',CC' qui interceptent sur les paral- 
lèles ABC, A'B'C des segments proportionnels, de sorte que l'on ait 

A'B' B'C A'C 



AB 



BC AC 



la valeur commune des trois rapports étant différente de 1 si les 
segments sont de même sens sur les deux droites. Cette dernière 
restriction rend impossible (46) le parallélisme des droites AA',BB'; 
celles-ci se coupent donc en un point S. 

Joignant alors SC, nous voyons que cette droite coupera la parai- 



y Google 



lèle A'B'C'en un point C'j, lequel coïncide nécessairement avecC, 
puisqu'on a — ' = — (théor. précédeni) = — , (hypothèse). 



EXERCICES 



139. Pnr lo point d'intersection des diagonales d'un trjpèr.e, on mène i 
paraUèle aux bases. Démontrer que cette droite est divisée par les eûtes n 
parallèles en deu.t parties égales. 

130. Soient: a=AB, 6 = CD les bases d'im trapèze. On divise l'un des côtés m 
parallèles dans le rapport — =^ — et par le point E on mène une parallèle i 



r du trapèze 



131. Si, des sommets d'un triangle et du point de concours des médianes, on 
abaisse des perpendiculaires sur une droite eitérieure au triangle, la dernière de 
ces perpeadicul aires est la moyenne arithmétique des premières (ex. précédent). 

132. Par le sommet A d'un parallélogramme ABCD, on roéne une sécante quel- 
conque qui coupe la diagonale BD en E et les eûtes BC, CD en F, G. Prouver que AK 
est moyenne proportionnelle entre EF et EG. 

133. Lieu des points qui divisent dans un rapport donné les segments interceptés, 
par les oùtés d'un angle donné, sur les parallèles à une direction donnée. 

134. Quel est le lieu des points d'où l'on voit deu\ cercles donnés sous un même 
angle I')? 

(1) L'angle sous hqiiel on volt uno (!ourbo d'uû point ddlcrisiac^, est l'angle foroiiS pur las 
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11ELVTI0>;S HliTCliOUES RELATIViiS AUX TH[A?(GLES, 



CHAPITRE III 



RELATIONS MÉTRIQUES RELATIVES AUX TRIANGLES 



122. Définition. — On nomme projection orthogonale [ou, pour 
abréger, projection) d'un point sur une droite, le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point sur la droite. 

On nomme projection d'un segment sur une droite, le segment 
qui a pour extrémités les projections du segment primitif. 

123. Soit ABC [fig. 120) un triangle rectangle en A. De ce 
sommet A, abaissons sur l'hypoténuse la hauteur AD. Il existe, entre 
les différents éléments de la figure ainsi formée, des relations que 
nous allons faire connaître. ^ 

Théorème. — Dans wi triangle rec- 
tangle, chaque côté de l'angle droit est 
moyen projjorlionnel entre l'hypoté- 
nuse entière et sa projection sur Vhypo- vm. iso. 
ténuse. 

Par exemple, AB est moyen proportionnel entre BD et BC. En 
effet, les deux triangles rectangles ABD,ABG, sont semblables, 
comme ayant l'angle en A commun (120, Remarque). Les eâtés 
homologues des côtés AB, BD du premier triangle étant les côtés 
BC, AB du second, on a bien 



RD A.B 



ou AB^iz^BD.BC. 



Corollaire. — Toute corde d'un cercle est moyenne proportion- 
nelle entre le diamètre et sa projection sur le diamètre qui passe à 
l'une de sas extrémités [fig . \1\). 
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Car ce diamètre et cette corde sont bien riijpolénuse et un côté 
de l'angle droit d'un même triangle 
rectangle (73, cor. II). 

Remarque. — Les triangles sem- 
blables ABD, ABC {fig. 120, 121) 
donnent encore 

AB _ Al) 
BC~ AC' 
ou AB • AC = liC • AD. 



lit'- 1^1. Ainsi le produit des côl es de l'angle 

droit d'un triangle rectangle est égal 
au produit de l'hypoténuse par la hauteur correspondante. 

124, Théorème de Pythagore. — Dans un tnangle rectangle, le 
carré de l'hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres 
côtés. 

Nous venons de voir que l'on a 

K\\- ^ BC. BD 
Le même théorème, appliqué au côte AC, donne 
ÂC' = BC. CD; 
d'où, en ajoutant membre à membre 

AB' + AC' — BC (ED + CD) = BC' 

0. Q. F. 11. 



Rkmabque. — Ce théorème sert à calculer un coté quelconque 
d'un triangle rectangle, lorsqu'on donne les deux autres. 

Ainsi, soit à calculer l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui 
a pour côtés de l'angle droit 3'" et 4"'. L'unité de longueur étant le 
mètre, le carré du nombre qui mesurera l'hypoténuse sera la 
somme des carrés des nombres 3 et 4, qui mesurent les cùlés de 
l'angle droit. Cette somme étant 3" + ^^ =^ 23, dont la racine 
carrée est b, l'hypoténuse sera égale à S mètres. 

Soit encore k calculer l'un des cfités do l'angle droit d'un triangle 
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IIELATIONS JIÉTRiQitES RELATIVES AUX TitlAi\GLES. 131 

rectangle, connaissant l'hypoténuse, égal à '10™ et l'autre coté de 
l'angle droit, égal à 7"°. Le carré du cûté cherché, ajouté à 49 (^: 7*) 
devra donner 100 (= 10^} ; ce carré sera donc égal à 100 — 49 = 51 . 
La racine carrée de 51 [soit, a un cenlièmc près : 7, 14) donnera la 
mesure, en mètres, du cûté cherché. 

125. Théorème. — Dans un triangle rectangle, la perpendiculaire 
abaissée du sommet de Vangle droit sur l'hypoténuse est moyenne 
proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine .lur 
ritypolênuse. 

En effet, les deux triangles ABD, ACD {ftg. 120) sont semblables 
comme ayant leurs eûtes perpendiculaires. Les lignes BD, AD sont 
donc bien proportionnelles à AD, DC. 

Corollaire. — Bans un cercle, la perpendiculaire abaissée d'un 
point quelconque sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les 
segments qu'elle détermine sur ce diamètre. 

126. Théorème. — La différence des carrés de deux côtés d'un 
triangle est égale à la différence des carrés de leurs projections sur le 
troisième côté. 

Dans le triangle ABC {/îg. 123), projetons le sommet B en H sur 
AC. Les égalités 

AB° = AH- -^ m"", 

BG- = CH^ + Âïï^ 

donnent bien, par soustraction, BC — AB r= CH^ — AH". 

Théorème, — Dans loul Iriungle : 

i" Le carré du cûté opposé à un angle aigu est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés, moins deux fois le produit de l'un de ces 
côtés par la projection de l'autre sur lui; 

2" Le carré du côté opposé à un angle obtus est égal à la somme des 
carrés des deux autres côtés, plus deux fois le produit de l'un de ces 
côtés par la projecdon de l'autre sur lui. 
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13! GtiOMÉTRIE. 

1" Dans le triangle ABC \(ig. 122), soit lïC le cûlé opposé ù, l'angle 
aigu A. Du point B, abaissons la perpendiculaire BH sur AC. On 
a (théor. précéd.) 

SG^ ^ ÂB- + CÏÏ^ — Sîl^ 
Mais, CH étantla différence entreACet AH, 
m peut !') remplacer CH par 

ÂC'— 2AC-AH + ÂH^ 
1 vioûl bien alors 
= Xb'' + AG* — 2AC. AH. 
2" Dans le triangle ABC [fig. 123), soit BC le coté opposé à l'angle 




obtus A. Du point B, 




, perpendiculaire BH sur AC. On a 
encore BC^ = ÂB^ + CH^ ~ ÂHV 

CHétantlasommede ACetde AH,onpeut(') 
remplacer CH' par AC' + 2\G. AH + AS'. Il 
vient bien alors 

BC^ = AB^ + ÂC- + 2AC ■ AH. 

Corollaire. — Un angle d'un triangle, est aigu, droit ou obtus, 
suivant que le carré du côté opposé à cet angle est inférieur, égal ou 
supérieur à la somme des carrés des deux autres côtés. 

127. Théorème de Stëwaht. — Étant donnés un triangle ABC et 
un point D sitr la base entre B et C, on a 

.ÂB'. DC + ÂC^BD — ÂD^BC = BC. DC. BD. 
Du point A {fig. 124), abaissons sur BC ia 
perpendiculaire AH et supposons, pour fixer 
" " " '^ les idées, que le point H tombe du même 

côté de D que le point G. Les deus théo- 
rèmes du numéro précédent s'appliquent, l'un au triangle ACD, 
l'autre au triangle ABD et donnent 

AC' = ÂD' + DC' — 2 CD. DH 
Âb' = ad'' + BD- + 2 BD. DH. 
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URNAÏIONM MYTHIQUES RELATIVES AUX TllIANGLIiS. I2J 

Multiplions ces deux égalités, l'une par BD, l'autre par CD, et 

ajoutons membre à membre. Le terme 2. BD. CD. DH, qui se 

trouve une fois avec le sigae — et une fois avec le signe -\-, disparaît 

et nous avons 

ÂCl BD -h AB' .CD = jVD' (BD + CD) + DC'.BD + BD'. CD 
= ÂD'. BC f Bb.'CD BC. 

128. Application au calcul de différentes lignes remarquables 
d'un triangle. 

Soit un triangle quelconque ABC dont les côtés BC, CA, AB sont 
mesurés respectivement par les nombres (supposés donnés) 
a, b, c : proposons-nous de calculer les longueurs des médianes, 
des bissectrices et des hauteurs de ce triangle. 

1" Médianes. — Soit AD la médiane issue du y* 

sommet A (/î^. 123). Dans l'égalité fournie par / ''\ 

le théorème précédent, il faudra remplacer BC, / / \ \ 

CA, AB respectivement par a,b, c; DC et BD / j ; \ 

par - .Onpourratoutdiviscrparn etilïiondra f».. laa. 



Ainsi la somme des carrés de deux côtés d'un triangle est égo 
à deux fois le carré de la moitié du troisième côlé, plus deux fois 
carré de ta médiane correspi 



128 bis. D'autre part, si dans les égalités 

AC' = ÂD^ + DC' — 2 CD. DH 

ÂB^ =ÂD^ -|-BD^ + 2 BD, DH 

du numéro 127, on remplace encore BC, C.\, AB par a, 6, c; DC et 

BD par - et qu'on retranche membre k membre la premiÈre de la 

seconde, on a 

c^ _ ô^ ^ 2 «. DH. 

Ainsi /(( différence des carrés de deux celés d'un triangle est égale 
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au double produit du troisième côté par la projeclion, sur ce côlé, 
de la médiane correspondante. 

Corollaire. — Le lieu des points C, tel que la différence des 
carrés de leurs distances à deux points fixes A et B soit constante, 
est une perpendiculaire à AB. 

Car si la différence ÂB* ~ AC^ est constante, la projection H du 
point C sur AB est un point 
(ise. 

129. 2° Bissectrices. — 

Désignons maintenant par 

AD la bissectrice de 

l'angle A iflg. '126). Le 

point D divisera BC proportionnellement aux côtés AB et AC, de 

sorte qu'on aura 

BD_Cp_ BC __ 

c ~ b ~ V+~c ^ ô + c "" è + c ■ -" ~ c + 6 

Dans ia relation fournie par le théorème du n^ 127, nous rem- 
placerons BD et CD par ces valeurs , en mémo temps que 
BO, CA, AB par les leurs et nous aurons, en divisant par a 

l.L^J^^Tn^^^ '}^ 

l^c'^ b-irc t, ^ c b -\- c 

d'od 

,_ c'b+b-c a'ic _ [b + cf- a- 
*" " * + c (* + »)■-'" (S+c)- • 

Soit encore AE la bissectrice de l'angle extérieur en .\ {ftg. 126), et 
supposons, pour fixer les idées, que AB soit plus grand que AG, de 
sorte que le point E, qui divise extérieurement le côté BC propor- 
tionnellement à AB et AC, se trouve sur BC prolongé au delà du 
point C. On aura 

BE CE BC a „^ ac „„ ab 



Nous appliquerons le théorème du n" 127 au triangle ABE et au 
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point C pris sur sa base BE. En remplaçant BC, CA, AB, RE, CE 
par leurs valeurs et divisant par a, nous a 

c — b c — b 

,, . -,-T^2 o^bc cHi — b^c 



{c— h]' c — lj ' [c— bf 

130. Z" Hauteurs. — Uu point A, abaissons la hauteur AH. 
ifîfj. 127) Des deux anglesB, C, l'un au moins est aigu. Supposons, 
pour fixer les idées, que l'angle B soit tel. On peut appliquer 
le tliéorème du n" 126 au côté AC;:= 4, opposé 
il cet angle B et écrire 



Mais, dans le triangle rectangle AHB, on a 



Cette égalité, dont le second memiire est une difl'érence de deux 
can'és, peut par suite s'écrire j') 

^ (2«c - g^ - c' 4- i') (2ac ^a^^é- b^) 
Aa' 

Mais chacun des deux facteurs qui figurent au numérateur 
du second membre est lui-même une différence de carrés. La 
formule précédente s'écrit donc encore 

. — . ^ (b-a + c){b+a^c)[a + c-b)fa^b + c) 
4tj^ 
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6 GÊOMÉTItlE. 

Si l'on désigne par p le demi-périmèlrc du triangle , de s 



îi l'on désigne par p le demi-périmèlrc du triangl 
? a-^ô -f-c=:2p, les quantités ft + c — «, c-\-a- — 
ont respectivement égales à Ip — la, ip — 26, '2 



seront respectivement og 
sorte que 



\-a^b,a + b-c 



AH^ = 



^ip {p — u)[p — b\ip~c] 



Si, d'autre pari, < 
voit qu'on peut écr 



i effectue le produit \a + c)= — ir-] |6'— [a 



130 hU. 4" Rayon du cercle circonscrit. — Le produit de deux 
côtés d'un Iriangle est égal à la hmileur qui 
tombe sur le troisième côté, ■multipliée par le 
diamètre dtt cercle circonscrit. 

Dans le triangle ABC {ftg. 128), soient AH 
ta hauteur issue de A, AA' le diamètre du 
cercle circonscrit. Les triangles AHC, ABA' 
sont rectangles, l'un en H, l'autre en B; 
pj^ jj^ ils ont un angle aigu égal (A' = G comme 

interceptant le même arc AB); ils sont 

donc semldabies et donnent '-— = -— ,, on AB.AC — All.AA'. 




AC " 



A A" 



D'après la valeur trouvée ci-dessus pour AH, 
(R désignant le rayon du cercle circonscrit) 



I théorème donne 



2 2A[I 4 ^ijj i^p __ a] Ip — b}{p — c) 
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EXERCICES 

135. Le produit des segmenls intereeptûs pai* une tangûiito mobile d'un cercle siu' 
i]eiix tangentes parallËles est constant. 

136. L'inverse du cûrré de la hauteur d'un triangle rectangle est égal à la 
somme des inverses des carrés des côtés de l'angle droit. 

137. Quel est le rapport de la somme des carrés des médianes d'un triangle à la 
somme des carrés des eûtes ? 

138. 1& somme des carrés îles dislances d'un point quelconque du plana deux 
sommets opposés d'un parallélogramme a, avec la somme des carrés des distances du 
mâme point aux deux autres sommets, une différence constante. — Cas du rectangle. 

139. La somme des carrés des quatre côtés d'un quadrilatère est égale à la 
somme des carrés des diagonales, plus quatre fois le carré de la droite qui joint les 
milieux des diagonales. 

140. A, B, C éianl les sommets d'un triangle, G le point de concours des métlianes. 
Al un point quelconque du plan, on a MÂ^ + MB* + MG^ = <ÏÂ' 4- ÛB^ + GC' + 3 Mtï'. 

141. Trouver le lieu des points tels que les carrés de leurs distances à deux points 
flïes, multipliés respectivement par des nombres donnés, aient une somme ou une 
différence donnée. — Retrouver ainsi le théorème. du n" 116. 

141 bis. Trouver le lieu des points tels que les carrés de leurs distances àirois points 
donnés, multipliés respectivement par trois nombres donnés, aient une somme 
constante. — Même problème lorsque, au lieu de trois points donnés, il y en a un 
nombre quelconque. 

142. Le carré de la bissectrice d'un angle d'un triangle est égal aux produits des 
côtés qui la comprennent, diminué du produit des segments qu'elle intercepte sur le 
troisième côté. — Énoncé analogue pour la bissectrice de l'angle extérieur. 

143. Déduire des calculs de la médiane et de la bissectrice (128, 129] les inégaliiés 
, indiquées, ex. 11 et 18. 

lis bis. Si la médiane d'un triangle est moyenne proportionnelleentre les cfttés 6,e 
qui la comprennent, le carré construit sur la différence 6 — c a pour diagonale 
le troisième côté du triangle. 

144. Par un point intérieur à un cercle, on mène deux cordes rectangulaires. 
Prouver que la somme des carrés de deux cotés opposés du quadrilatère qui a pour 
sommets les extrémités de ces cordes est égale au carré du diamètre. 

145. Le produit des distances d'un point d'un cercle à deux côtés opposés d'un 
quadrilatère inscrit à ce cercle est égal ou produit des distances du même point aux 
deux autres côtés, ou aux deux diagonales. 

Que devient cet énoncé lorsque deux eûtes opposés deviennent tangents ? 
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CHAPITRE IV 



LIGNES PROPORTIONNELLES DANS LE CERCLE 
AXE RADICAL 




131. Théorème. — Si, d'un point A pris dans le plan d'un cercle, 
m mène des sécantes à ce cercle, le produit des dislances du point aux 
deux points d'intersection de la sécante avec 
le cercle est constant. 
Nous distinguerons deux cas : 
1° Le point A est intérieur au ccn-le 
(ftg. 129). Soient les deux sécantes ABlî', 
ACC menées par ce point. Joignons BC',CB'. 
Les deux triangles ABC, ACB' sont sembla- 
bles comme étant équiangles. Ils ont en effet 
vui. lîB. les angles A égaux comme opposés par le 

sommet et l'angle B' = C comme ayant tous 
deu-K pour mesure le demi-arc BC. La proportionnalité des cijlés 

1 AB AC - , , , 

^ donne alors-— = ■— ;; ou, en égalant le 

produit des extrêmes an produit des 
moyens : 

AB.AB' = AC.AC' 

C.Q. p. D. 

2" Le point A est extérieur {fuj. 12!) bis). 
Soient les deux sécantes ABB', ACC issues 
de ce point. Joignons encore CB', BC. 
Les deux triangles ABC, ACB' sont encore 
semblables comme étant équi-angles: ils 
A commun et l'angle B' = C comme ayant 




ont en effet l'a 
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LIGNES PROl^OBTION^ELLES HXUS LE CERCLE. AXE RAOICAI- 129 

tous deux pour mesure le demi-arc BC. La proportionoalitc 

. - , AE AC „ , ... 

des côtes donne encore — -i;^-— , d ou la proposition ononoee. 




131 bis. Réciproque. — Si, sur deux droites ABB', ACC 
point A [jïij. 130), on prend quatre points 
B,B';C,C' tels que le produit AB-AB' 
soit égal auproduît AC-AC {le point A 
étant exténeur aux deux segments BB', 
ce ou intérieur à tous deux) ces quatre 
points sont sur une même circonférence. 

En eflfet, tes trois points non en ligne 
droile B,G,C' déterminent une circonfé- 
rence, et cette circonférence coupe ABB' 
en anpointB',, tel que AB-AB', = AC-AC. 

Cette égalité, combinée avec l'hypothèse AC-AC = AB-AB', montre 
que AB', = AB'. Le point B', coïncide donc avec B'. 

132. Théorème. — 5i, 

par un point extérieur 
à un cercle, on mène une 
tangente et une sécante , 
la tangente est moyenne 
proportionnelle entre la 
sécante entière et sa 
partie extérieure. 

Soient en effet ABB' 
la sécante, AT la tangente {fi(j. 131). On répétera la démons- 
tration du numéro 131 (2") sans aucune modification, si ce n'est 
qu'on remplacera les deux lettres C,C' par la letti-e T. 

Nous voyons encore ici un exemple de ce fait (II, 64) que la tan- 
gente doit être regardée comme ayant avec la circonférence deux 
points communs confondus aii point de contact. 




Réciproquement, si,sur une droite .\BB' on porte, à partir du point A , 
les segments de même sens AB,AB' ef, sur une autre droite issue du 
même point \, ta longueur AT {fig. 132) moyenne pvoportionnelip, 

GÉOUliTBIE. 9 
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I» lilïOMÉTIllE, 

enlra AU et AB', les trois points B,H',T sont sur ynn circonférence 

tangente en T à AT. 
En effet, la circonférence BB'Ï a, avec la droite AT, un point 
commun T; s'il y avait un 
autre point commua T', 
on aurait (131). 

AB.AB'=AT-AÏ'. 

Celte égalité, comparée 
à l'hypothèse AB-AB' = 
AT% montre que le point T' 
est nécessairement con- 
Toiidu avec ï. 




133. Définition. — On nomme puissance d'un point A, par rapport 
aune circonférence, le produit des segments qui vont du point A 
aux points d'intersection, avec la circonférence, d'une sécante quel- 
conque issue de ce point (produit qui, d'après le n" 131, est indé- 
pendant de la direction de la sécante) : ce produit étant précédé du 
signe + si le point A est extérieur au cercle, du signe — s'il lui est 
intérieur. Lorsque le point est extérieur au cercle, la puissance est 
égale au carré de la tangente menée de ce point. 

134. La puissance d'un point A, par rapport à un cerctede centre 0, 
est égale à la différence des carrés de ta distance OA et du rayon. 

Prenons en effet, pour sécante issue du point A, la droite OA, qui 
coupe la circonférence en deux points B,B': les segments AB,AB' 
représentent, l'un la somme, l'autre la différence de OA et du 
rayon ; leur produit est donc bien égal à la différence des carrés de 
ces deux quantités. 

Si nous avons égard au signe de la puissance, nous voyons que 
celle-ci est toujours égale h d- — 11^ {o{i d est la distance OA, Il le 
rayon). 

135. Quand deux circonférences se coujjcnt à angle droit, le carré 
du rayon dechacune d'elles est égal à lapuissance de son centre par 
rapport à l'autre; et réciproquement. 
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Si les circonférences 0,0' {pçj. 133) se coupent à angle droit e 

point A, la langente à la circonfé- 
rence 0' en ce point n'est autre que 

OA, et la puissance du point par 

rapport au cercle 0' est OA 
Réciproquement, si lapuissance du 

point par rapport au cercle 0' est 

ÔÂ*, OA est tangent à, ce cercle, et 

les deux cercles sont orthogonaux. 

136. Théorème. — Le lieu des j.,^ j^j 

2iointi qui ont iimne puissance par 

rapport à deux circonférences données est une droite perpendiculaire 
à la ligne des centres. 

Celte droite a reçu 
le nom d'nxe radical 
des deux cercles, 

Soient deux, cir- 
conférences de cen- 
tres 0,0' {/ig. 134) 
et de rayons )■, )■'. 
Si le point M a même 
puissance par rap- 
port à ces deux cir- 
conférences, on aura 

OM'^ — r" = O'M^ — ^''^ ce qui peut s'écrire OM^ - 
et fournit (128 bis) la conclusion demandée. 

Remarques. — I. La démonstration précédente subsiste si l'une des 
deux circonférences a un rayon nul et se réduit à son centre. Ainsi 
le lieu des points tels que leur puissance par rapport à un cercle donné 
soit égale au carré de leur dislance à un point donné, est une droite 
perpendiculaire à celle qui joint le point donné au centre du cercle. 

Qn peut appeler cette droite l'axe radical du cercle et du point. 

II. L'axe radical de deux cercles concentriques n'existe pas ('). 

Car OH déduit aisëmaiit du nMîS 6(S que si, la différonce OM^ — 5^* raatant consiaQte, las 
pointa st 0'' se rapprochent indéftaïment l'un de l'autre, la droite, lieu du point M, s'éloigoo 




- O'M' = : 
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137. Si les de, 
commune. 

H est clair, en effet, que tout point de la corde commune AB 
{fig. 135) appartient au lieu. 

11 résulte alors de ce qui 
précède que, réciproquement, 
tout point M du lieu appartient 
à la corde commune. C'est aussi 
ce qui peut se voir directement 
en joignant MA: si cette droite 
coupait les deux circonférences 
en deux nouveaux points diffé- 
rents entre eux B,,B',, les deux 
puissances MA-MEj et MA-MB'j 
seraient différentes. 
De même, si les deux circonfé- 
rences sont tangentes, l'axa radical est la tangente commune. 

i3B. L'axe radical de deux circonférences {ou du moins la partie 
de cet axe extérieure aux deux cercles) est le lieu des centres des 
cercles coupant les deux premiers à angle droit. 

Car le centre d'un tel cercle a même puissance par rapport aux 
deux circonférences données : le carré du rayon du ccrcie. 

.Vaxe radical divise en deux parties égales une tangente commune 
quelconque. 

139. Théorème. — Les axes radicaux de trois circonférences, prises 
deux à deux, se coupent en un même point ou sont parallèles. 

Car le point d'intersection de deux d'entre eux a même puissance 
par rapport aux ti'ois circonférences : iî appartient donc au troisième 
axe radical. 

Ce point a reçu le nom du centre radical des trois circonférences; 
s'il leur est extérieur, il est le centre d'un cercle qui les coupe toutes 
trois à angle droit. 

Reiiakque. — Si deux des axes radicaux coïncident, le raison- 
nement qui précède prouve que le troisième coïncide avec les 
premiers. Les trois circonférences données ont même axe radical. 
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Tout cercle orthogonal aux deux premières est alors orthogonal 
à la troisième. Inversement, s'il en est ainsi, les trois circonférences 
ont même axe radical. 



EXERCICES 

lie. On donne un cercle et deux points A, B dans son plan. Par A on mène une 
sécante mohile AMN qnt coupe le cercle en M, N. Démontrer que la circonférence 
menée par M, N et par le point B passe par un anlre point flxe. 

147. Une circonférence variable passe paedeux points fixes A, B (ou reste tangente 
à une droite fixe AB en un point fixe A) pendant que son centre s'éloigne indéfini- 
ment. Démontrer qu'une droite fixe quelconque, issue d'un point C de AB, coupe 
cette circonférence variable en deux points dont l'un s'éloigne iniJéfiniment, tandis 
que l'autre se rapproche indéfiniment du point C. 

I4S. La différence des puissances d'un point quelconque par rappoi't à deux 
cercles donnés est proportionnelle à la distance de ce point à l'axe radical. 

119. Le lieu des points tels que le rapport de leurs puissances, par rapport à deux 
circonférences données, soit égal à un nombre donné, est une circonférence qui a 
même axe radical avec les deux premières. En déduire le lieu proposé, ex. 128. 

150. Parallèlement au cflté BC d'un triangle on mène la sécante DE qui coupe lo 
côté AB en D et le cûié AC en E. Illonirer que l'axe radical des deux circonférences 
qui ont respectivement pour diamètres BE et CD, est toujours la bauteur du triangle 
ABC, menée par le point A. 

161. D, D' étant deux points du côté BG d'un triangle; E, E' deux points liu cûtè 
CA; F, ¥' deux points du cûté AB; si l'on sait ^u'il existe un cercle passant par 
D, D', E, E', un cercle passant par E, E', F, F' et «n cercle passant par F, F', D, D', 
il en résulte que les six points D, D', E, Ë'', F, F', sont sur le même cercle. 

152. Dans quels cas les différents cercles orthogonaux à, deux cercles donnés 0, 0' 
coupent-ils la ligne des centres Oty? Montrer qu'ils la coupent alors tous aux deux 
mêmes points (points limites de Poncelet) : à savoir, les points qui ont avec les cercles 
donnés même axe radical. 

153. Par les points fixes A,B on fait passer une circonférence quelconque et, par 
les points fixes C, D, en ligne droite avec les premiers, une autre circonférence 
également quelconque. Démontrer que la corde commune à ces deux circonférences 
passe par un point fixe. 

154. Si le centre radical de trois circonférences leur est intérieur, il est le centre 
d'une circonférence qui est divisée en deux parties égales par chacune des premières. 

IH bis. Le cercle qui divise en deux parties égales trois circonférences données 
(de centres 0, 0', 0") a pour centre le symétrique du centre radical par rapport au 
triangle OO'O". 
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CHAPITRE V 



HOMOTHÉTIE ET SIMILITUDE 



140. Définition. — Ayant choisi un point S qu'on nomme centvn 
d'homoihèiie et un nombre k qu'on nomme rapport d'homoihélîe ou 
rapport de simililude, on appelle homothêtique d'un point quel- 
conque M le point M' obtenu en joignant SM et prenant à partir du 
point S, sur cette droite {jig. 136) ou sur son prolongement {fig. 137) 

un segment SM' te! que -^ = h. 

L'iiomothétie est dite directe si le sogmenL SM' est pris dans le 

sens SM {fig. 136) et hwerse si ces deux segments sont de sens 

opposés {/tg. 137). 

La /ijjure homothétiqm 

/"" d'une figure F est la figure 

y^ formée par l'ensemble des 

y^ points M', homothétiques 

^ de ceux qui constituent la 

fleure F. 

rut. m et 137. ° 

Remarques. — I. Le 
centre d'homolkétie est son propre komothétique ; c'est le seul point qui 
jouisse de cette propriété (sauf, bien entendu, le cas o'ii l'homotbétie 
est directe et le rapport d'homothétie égal à 1 ; tout point coincide 
alors avec son homothétique). 

IL La symétrie par rapport à un point (99) est un cas 
particulier de l'homothétie inverse. 

141. Théorème. — Bans deux systèmes homothétiques. la droite qui 
joint deux points quelconques de Vun des systèmes et celle qui joint les 
points homologues de l'autre sont toujours parallèles et dans h 
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vappori de similitude ; elles sont de même sens ou de sens coniraires 
suivant que l'homothétie est directe ou inverse. 

Soient, en effet, A et B deux points de la première figure, A' el B' 

leurs homothétiques {fig. i'àS), S le 

centre, k le rapport d"homothélie. La t,- 

,■ SA' SB' , , ,,„ ,-''"\-. 

proportion -^ = -^ = le montre (114, «^ \_^ 

Récipr.) que les droites AB, A'B' sont ,-' ^^^'" 

parallèles; et la similitude des triangles .-'',.--'"' 
SAB, SA'B', qu'elles sont dans le mémo s" 
rapport que SA, SA'. ^"'' '^*' 

Corollaires. — I. La jiffui-e hoiuolkélique d'une droite est une 
droite. 

Car si le point B se déplace sur la droiie AB, celle-ci restant fixe, 
le point B' décrira la parallèle menée par le point A' à AB. 

II. La figure honioihélique d'une circonférence est une circon- 
férence el les centres sont deux points homologues. 

Car si le point B se déplace de manière que sa distance au point 
fixe A reste constante, le point B' décrira une circonférence de 
centre A' et de rayon A'B' = ft-AB. 

III. La firjuve homothétique d'un triangle est tm triangle 
semblable an premier. 

142. Théorème. — itéciproquement^ s'il existe dans le plan de 
deux systèmes deuxpoints 0,0' tels que la droite qui joint le point 
à un point M quelconque du premier système et celle, qui joint le 
point 0' au point M' homologue du second soient constamment paral- 
lèles et dans un rapport donné k {toujours de même sens ou toujours 
de sens contraire), les deux systèmes sont homothétiques. 

Pour que ce théorème soit complètement vrai, il faut considérer 
comme homothétiques directs deux systèmes dans lesquels les 
droites OM, O'M' sont égales et de même sens, systèmes qui sont 
égaux et dérivent l'un de l'autre par une translation. 

Démonstration. — Soient M, M' deux points homologues quel- 
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conques [fig. 139). Joignons MM'. Si cette droite est parallèle à 00', 
le quadrilatère OHM'O' est un parallélograinnne et OM = O'M' : les 
deux systèmes dérivent l'un de l'autre par une translation. Dans le 
cas contraire, la droite MM' va 
couper 00' en un point S qui 
est fixe, c'est-à-dire indépen- 
dant du choix du couple de 
points M, M': ce point divise en 
effet la droite 00' (extérieu- 
rement si les segments OM, O'M' sont de même sens, intérieurement 
s'ils sont de sens contraire) dans le rapport donné A-, à cause de la 
similitude des triangles SOM, SO'M'.,. D'ailleurs à cause de cette 
^ SM' _ q^ _ 

" OM " '" G. Q. 



litudc on a bien -r^ =^ -^z-rp - 



143. Corollaire. — Deux circonférences peuvent toujours être 
comidérées comme koinotkétiques de deux manières différentes. 

En effet, 0, 0' étant les centres des deux circonférences, les 
extrémités M, M' de deux rayons homologues parallèles et de même 
sens satisferont aux conditions du théorème précédent et décriront 
deux figures liomothétiques directes [fg. 140); de même les extré- 
mités M, M' de 
deux rayons pa- 
rallèles et de 
sens contraire 
serontles points 
homologues de 
deux figures ho- 
mothétiques in- 
AersRS: dans les 
deux cas, le rapport de similitude est égal au rapport des rayons. 
Deux circonférences ont donc deux centres d'homothétie (') (ou 
centres de similitude) S, S[, l'un direct, l'autre inverse : ces points 
divisent harmoniquement la ligne des centres, le rapport de division 
étant égal au rapport des rayons. 
Les points de contact d'une tangente commune extérieure sont 




(1) T 



conrérences égaU 



y Google 



HOMOTHEHE ET SIMILITUDC. 137 

homolhé tiques directs puisque les rayons qui y aboutissent sont 
parallèles et de même sens; les points de contact d'une tangente 
commune intérieure sontde même homothétiques inverses. 

Donc encore, les tangentes communes extérieures (lorsqu'il en 
existe) vont se rencontrer au centre de similitude direct; les tangentes 
communes intérieures {s'il en existe) au centre de similitude inverse. 

Si les circonférences sont tangentes, le point de contact est un 
centre de similitude. 

Remarque. — Deux circonférences ne peuvent être homothétiques 
de plus de deux manières différentes. 

Car s'il y a liomothétie, les centres se correspondent (141, cor. II) 
et les rayons homologues sont parallèles. Suivant qu'ils sont de 
même sens ou de sens contraire, on retombe sur l'une ou l'autre des 
deux homolhéties précédemment constatées. 

144. Théorème. — Deux figures homothétiques à une troisième 
sont homothétiques entre elles et les trois centres d'homothêtie sont en 
ligne droite. 

Soient les deux figures F^, F, [fiq. '141) homothétiques d'une 



même figure F,; soient Oj, 0^ les homologues dans Fj, Fg d'u 
point 0„ pris une fois pour toiites dans F, ; M^, M^ les homologu< 
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criiii point M, quelconque de Fj. Les droites OjM^, OJil^ sont paral- 
IèIps coramp étant toutes deux parallèies à OjM,; elles sont tou- 
[ouis le même sens s elles sont toutes deux de mJme sens que 0|M| 
o t utP J \ de se s o t t res c st-iVdiro si les homothéties (Fi.r^) 
t F Fg] 80 t d é e espèce) ou toujours do sens coutraires 
s les deuï hon Ihél ps p n t pfl siml de noms conti-aires) ; enfin elles 

sont dans un rapport constant, car les égalités rr^ ^= /> et 

0,M, ,, ^ , . ,. . . OA !(' , A f 

— ^ — // entraînent par division rf-rf = -7- . Les deux figures 

0|M| OjMi K 

Fj, F.J sont donc bleu honiothétiques entre elles, riiomothétie étant 
directe si les deux homotliéties primitives sont de même nom; 
inverse, si elles sont de noms contraires. 

Soient maintenant 8^3 le centre d'homothétie deF^, F^; Sj, le centre 
d'homothétie de Fj, Fj ; Sj^ le centre d'homolhétie de F„ F^ : je dis 
que ces trois points sont en ligne droite. En effet le point S^^, 
considéré comme appartenant à la figure Fj, est son propre 
homologue dans la figure F,; il a pour homologue dans la figure F; 
un certain point s. La droite sS^j passera par le point S,, (comme 
joignant des points homologues de F,, F^) et par le point 8,3 (comme 
joignant des points homologues de F„ F^). 

c. Q. F. i>. 

Remâeque. — Ou voit que, quand trois figures sont Jiomo- 
thétiques deux h deux, il y a une ou trois homothéties directes. 

145. Trois circonférences peuvent être regardées comme homo- 
thétiques deux à deux, et cela de quatre manières différentes : 
on peut, en effet (143), choisir arbitrairement les sens des deux 
premières homothéties (ce qui fait quatre combinaisons possibles), 
la troisième se déduisant des deux premières. En appliquant le 
théorème précédent, on voit que les trois centres de similitude directe 
sont en ligne droite ainsi que chaque centre de similitude directe avec 
les centres de similttxtde inverse qui ne lui sont pas conjugués. Les 
quatre droites ainsi définies sont dites axes de similitude : il y en a 
un direct et trois inverses; ils se coupent deux & deux aux six centres 
de similitude. 

Définition. — On nomme quadrilatère complet [fig. I'i2) la figure 
formée en prolongeant les côtés opposés d'un quadrilatère ordinaire 
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jusqu'à leur rencontre. Un quadrilatère complet a six sommeU, A, B, 

C, B, E, F {fig. 142) opposés deux èi deux. On appelle encore rfio^o- 

na/e toute droite joignant deux sommets opposés, de sorte que le 

quadrilatère complet AB 

CD EF a trois diagonales ^ , 

AB,CD,EF. 

Moyennant ces conven- 
tions, on voit que les 
axes de similiivde de trois 
circonférences forment 
iiH quadrilatère complet 
ayant pour diagonales les 
trois lignes des centres. 

146. Définition. — P'« '''- 
Deux figures sont sem- 
blables quand elles peuveut iHrc placées de manière à être homo- 
thétiques. 

Deux arcs de riercles dont les angles aus centres sont égaux sont, 
par exemple, deux figures semblables. 

Théorème. — Deux polygones semblables ont leurs angles égaux 
et leurs côtés homologues proportionnels. 

Prenons en effet les deux polygones dans la position où ils sont 
homothétiques; les angles seront alors égaux chacun à chacun 
comn^e ayant leurs côtés parallèles et de même sens, ou parallèles 
et de sens contraires (suivant le sens de l'homothétie) et le rapport 
de deux côtés homologues quelconques sera égal au rapport de 
similitude. 

Corollaire. — Le rapport des périmètres de deux polygones 
semblables est égal au rapport de similitude. 

Ce fait résulte de la proportionnalité des côtés, h cause du 
théorème d'arithmétique ; Dans une suite de rapports égaux, la 
somme des numérateurs est à la somme des dénoviinaieurs comme un 
numérateur est à son dénominateur. 

147. Théorème. — Réciproquement, si deux polygones ont leurs 
angles égaux chacun à chacun, se succédant dans le même ordre, tous 
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de même sens ou tous de sens contraire, et leurs côtés homologuer 

proportionnels, ils sont semblables . 

Soient deux polygones P (ABCDE) et P' [A'B'C'D'E') satisfaisant 
aux conditions de l'énoncé, de sorte qu'on a 

A = A^, B = B', C = C^, D = D', E — E', 
A'B' _ B^C'_C'D'_D'E'_E'A' 
^"^'^ AB ~" BC ^ CD ~ DE ~ EA ■ 

Prenons l'iiomotliétiqoe, par rapport à nn point quelconque, du 
polygone P, le rapport d'homothétie étant égal à !a valeur commune 

^ A'B' B'C ^ ^, . . , 

des rapports — — -, -^yn etc. Nous aurons ainsi un nouveau poly- 
gone Pj(A,BiC|D,E,), qui aura ses angles égaux (tous avec le même 
sens ou tous avec un sens inverse) et ses côtés égaux à, ceux du 
polygone P'. Je dis qu'il lui est égal. 

Tout d'abord on peut supposer que l'égalité des angles ait lieu 
avec conservation du sens (sans quoi on remplacerait le polygone P' 
par son symétrique par rapport à une droite). 

Dans ces conditions, transportons le polygone P' (sans changer 
son sens de rotation) sur P,, de manière que A'B' coïncide avec son 
égal AjBi. L'égalité des angles B, B', égalité qui a lieu avec identité 
de sens, montre que B'C prend la direction BiCj et, comme ces 
deux lignes sont égales, elies coïncident. On déduirait de là, par le 
même procédé, la coïncidence de CD' avec CJ), et ainsi de suite. 
Les deux polygones coïncident donc. c. Q. F. d. 

148. l'otU polt/gone peut être décomposé en triangles, et cela d'iwe 
infinité de façons. En effet : 

1° Si le polygone est convexe, on pourra, par exemple, joindre 
un sommet à tons les autres {fig. 143) ou 
un point intérieur à tous les sommets 
(fy. 144) ; 

2" Si le polygone n'est pas convexe 
\fig. 14S), il peut être décomposé en 
polygones convexes (lesquels seront 
ensuite décomposés en triangles, comme il vient d'être dit). 
A cet effet, on prolongera indéfiniment tous les côtés. On décom- 
posera ainsi le plan en un certain nombre de régions (par exemple. 
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sur la figure '14a, les régions numérotées de 1 ii 16) telles qii'on 
puisse traver- 
ser aucun côté 
ou son prolon- 
gement sans ■--, \ 
changer de ré- 
gion et ré cipro- '"--- 
quement. Cha- 
cune d'elles est 
tout entière in- 
térieure ou tout 
entière exté- 
rieure au poly- 
gone [puisqu'on _..-■"/' 
peut passer de 

l'un quelcon- ^^^ ^^. 

que de ses 

points h un autre quelconque sans traverser de côté, prolongé ou 
non) et celui-ci est constitué par l'ensemble des régions qui lui sont 
intérieures [sur la figure 14S, les régions numérotées de 1 à 3), 
lesquelles sont par définition des polygones convexes. 

149. Théorème. — Beux polygones semblables peuvent être 
décomposés en triangles semblables et semblablement disposés. 

11 suffit, en effet, après avoir ramené les deux polygones à l'homo- 
thétie, de diviser l'un d'eux en triangles < 
l'autre en triangles homothé tiques des premieri 

Réciproquement, deux polygones qui peuoei 
être décomposés en triangles semblables et sembla- 
blement disposés sont semblables. 

Tout d'abord, deux polygones composés de 
triangles égaux chacun à chacun et sembla- 
blement dispo.sés sont égaux. 

Soient en effet ABC, BCD,CDE {fig. 146), etc., 
des triangles composant un premier poly- 
gone P; A'B'C',B'C'D',C'D'E', etc., des. triangles 
respectivement égaux aux premiers et semblablémeut disposés, 
composant un second |)olygone P'. Nous pouvons transporter la 
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seconde figure sur !a première, de manière à faire coïncider le 
triangle A'B'C avec son égal ABC. Dès lors le triangle B'CD', égal 
à BCD, aura, dans sa nouvelle position, un coté commun BC avec ce 
dernier et sera situé semblabîement par rapport au côté commun : 
il coïncidera donc avec BCD. On passerait de là, par le même rai- 
sonnement, à la coïncidence des deux triangles C'D'E', CDÉ, et ainsi 
de suite. Le polygone P' est donc égal au polygone P- 

Dès lors, si deux polygones sont formés de triangles semblables 
et semblabîement disposés, avec un rapport de similitude f) /c, en 
prenant l'homothétique du premier polygone avec ce même rapport 
de similitude k, nous formerons un polygone égal au second, d'après 
ce qui vient d'être dit. 

150. Théorème. — Si, 8W)' les droites qui joignent tm point fixe à chaque 
point M d'une figure F, on œnstruU des tnangles semblables entre eux et de 
même sens, les troisièmes sommets M' de ces triangles forment une figure F' 
semblable à T. 

Carenfuisant tourner la figure F autour du point d'un angle éyal 
v\ MOM', on obtient une figure égale à F et homothélique à F' par rapport 
ait point 0. 

150 bis. Réciproque.— Étant données deux figures semblables et de même 
sens, il existe toujours un point tel que les triangles ayant pour sommets ee point 
' et deux points homologues quelconques, soiejit tous semblables entre eux. 

En faisant tourner l'une des figures autour de ce point, on peut ta rendre 
homothétique à Vautre far rapport au même point. 

Soient les deux figures semblables el de même sens F, F', Je sorte 
g que F' est homothétique 





^, 


d'une figure l^„ égale 




S- 


à F et de même sens. U 
en résulte tout d'abord 






que deux lignes homo- 






logues AB, A'B' (/!j. 147) 






des deux figures font 


■ 




entre elles unangle cons- 


/ 




lant (qu'on peut appeler 


y- 




angle des deux figures] : 


y 




car cela a lieu pour les 






deux figures égales F, F, 
et la figure F' a touies 


parallèles aux ligues 


i corresponJaates d 


le F,. Ces lignes étant de 


port est nioeisairemenl 


le même pouf ileus tria 


Q>;li^s contigus. puisque oeui-oi 


ajua figure, un cûlé comi 




ipoQr tous les trienglos. 
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plus proporlioiiuelles, nons voyons que si par Je point A nous menons une 
ligue AU, é^ale et parallèle à A'B' et de mâme sens, le triangle ABB, sera, 
quels que soient les points A el B, semblable à un Iriangie fixe T, avec le 
même sens. 

Cela posé, che ch.0 s n po t q se corresponde à lui-même lorsqu'on 
le considère succe s e nent com e appartenant à F el à F'. Soit un tel 
point : si nous ref so s li con trucl on précédente en prenant pour le 
point A le point le ro nt B co dera avec B', de sorte que le triangle 
OBB' doit être semblable au triangle T et de mémo sens. Il existe un point, 
et un seul, qai satisfasse à cette condition ('). 

Inversement, le point étant ainsi choisi, si on le regarde comme appar- 
tenant à la ligure F, son bomologue dons F' sera sur Thomologuo de BO, 
laquelle n'est autre que B'O (puisqu'elle doit faire avec BO un angle égal à 
l'angle des deux ligures), à une distance du point B' égale ii B'O (puisque le 

rapport -^ est égal au rapport de similitude de deux figures). Le point 

coïncide donc avec sou homologue. 

Dps lors tous les triangles tels que OBB' sont semblables au triangle T; 
de plus, si nous faisons tourner la ligure F autour de d'un angle égal ii 
l'angle des deux figures, elle deviendra homothetiqiie à F', avec comme 
cenlre d'homothétie. c. o. F. d. 

Re.ma.roub. — Les deux angles AOA, UOB' devront Ciro égaux à l'angle 
des droites AB, A'B'. Si donc nous prolongeons ces deraières jusqu'à leur 
rencontre en I, nous pourrons déterminer le point parl'interseclion des 
circonférences circonscrites aux triangles AIA ', BIB'. 



EXERCICES 

1Ô5. Inscrire un carré dans un triangle. 

156. On joint un point fixe A à un point variable B d'un cercle de cuntro 0. Lieu 
de l'intersection de la droite AB avec la biaseetrice de l'angle AOB. 

157. Sur te côté Ox d'un angle donné s-'Oij, on prend, un point mobile M, et, sur 
O.ll comme diamètre, on décrit un cercle. On tmce ensuite un cercle tangent au 
premier et aux côtés Ox, Oy. Lieu du point de contact des deux cercles. 

158. I-e point do concours G des médianes d'un îriangle est sur la droite qui 
joint le centre du cercle circonscrit au point âe vencontre des hauteni-s et diviiic 
intérieurement cette droite dans le rapport de 1 à 2. 

[On démontrera que ce point G est le centre d'homothétie dos doux triangles 
ABC, A'B'C qui llgurenl dans la démonstration du n' 53, liv. I). 

159. On considère trois figures homoihétiques et on donne les rapports de simi- 
litude de ces trois figures prises deuï à deux. Trouver le rapport dans lequel l'un 
des centres d'homothétie divise la droite qui joiot les deux autres. 
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160. On donne deux parallèles et un point dans leur plan. Par ce point, on 
mène une sécante mobile qui coupe les parallèles en A, A'. Lieu de l'estr^mité 
d'une perpendiculaire menée à la sécante par le point A' et d'une longueur égale 
àOA. 



161. Soient F et F' deux figures semblables {mais non égales) et de s( 
Montrer qu'on peut trouver, de deux façons différentes, une figure F" symétrique 
de F par rappoi't à une droite et homothétique de F' par rapport à un point de cette 
droite. Le centre d'homothtitio est le même dans les deux cas ; mais les deuM 
horaolliéties sont l'une directe, l'autre inverse. 

163. Sur la droite qui joint deux points homologues quelconques île deux figures 
semblables et de même sens, on consU'uit un triangle semblable à un triangle llxe T 
avec le même sens de rotation; ou encore on divise cette droiledans un rapport 
constant. Les troisiÈmes sommets des triangles ainsi construits forment une figure 
semblable aux deux premières. 
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CHAPITRE VI 
CONSTRUCTrONS 



151. Constr. 1.— Diviser une droite en parties proportionnelles 
à des droites données, ou en parties égales. 
Première méthode [fig. 148). — Soit la droite AB à diviser, par 



exemple, en trois parties égales. A partir du point A, sur une droite 
quelconque issue de ce point, on portera les trois segments égaux 
ÂC, CD, DE. Il suffira alors de joindre BE et de mener par les 
points C,D des paraUèles â cette droite. 

Ces parallèles diviseront AB en trois parties égales (113). 
S'il s'agissait de diviser AB en parties 
proportionnelles à trois lignes données ,^^^ 

{fig. 149), on prendrait AC, CD, DE _,•'/' ; \ 

respectivement égaux aux trois lignes ,-' /' ; 

en question. 

Deuxième méthode [fig- 150). — Soit /" ~ ^ 

encore AB à diviser en trois parties ^,^^ ^.^ 

égales. Sur une parallèle quelconque 

ab à AB, on portera les segments égaux ac, cd, db, et l'on joindra 
Aa, B5 qui se couperont en : les droites Oc, Orf diviseront AB en 
trois parties égales (121). 

S'il s'agissait de diviser AB en parties proportionnelles h trois 
lignes données, on prendrait ac, cd, db égaux respectivement à ces 
lignes. 
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Constr. 2. — Jrouver la qualrième proportionnelle à trois droites 
données. 

Construction toute semblable à la précédente. 

Première méthode {(If). ISl). — Soient les trois droites don- 
nées a, 6, c et soit cherchée la lignear 

telle que -r ;::=-. On porterales droites 

û, ô à partir du sommet d'un angle 
quelconque sur les deux côtés, en 
OA et OB; puis îe segment c sera 
placé n'importe où sur le côlé 0\ 
(sur la figure, en CC). Les parallèles 
ù AB menées par les extrémités de 
ce segment déterminent sur OB la 
quatrième proportionnelle cherchée. 
Afin de n'avoir qu'une parallèle à mener, on fait, eu général, 

coïncider l'une des extrémités du segment c avec le point ou le 

point A. 
Nous laissons au lecteur le soin d'appliquer de même à cette 

construction la deuxième méthode indiquée pour la construction 




152. Constr. 3. — Construire sur tme droite donnée i 
embUible à un triangle donné. 



: triamjU 



Soient le triangle donné ABC et la ligue donnée A, B;. On portera 

cette ligne en AD sur le cOté AB; menant par le point U la parallèle 

DE h BC {fig. 1S2) jusqu'à rencontre en E avec AC, ii ne restera plus 

qu'à construire sur A^B, comme 

base un triangle égal à ADE (L. II, 86, 

Constr. 4). 

Cette construction donne évidem- 
mentlasolutionduproblêmesuivant: 

Problème. — Etant donnés deux 

points A, B d'ttne figure F el leurs homologues A', B' dans une figure 

semblable F', trouver l'homologue d'un troisième point quelconque de F, 

En particulier, son application répétée permettra d'effectuer la 
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Constr. 3 bis. — Constniire, sw une droite donnée, un polygone 

sem/>/ti/>la à un polygone donné. 

153. Constr. 4- — Constmive la moyenne proporlionnelle â deux 

droites. 
Nous avons énoncé trois théorèmes conduisant à des moyennes 

proportionnelles (123, 125, 132). Ces trois 

théorèmes nous fournissent chacun nne ' ~ ' "" 

méthode pour résoudre la question posée. ' ' """ ■ 

Première méthode {fig. 153). — On portera ,-' ..-''î';-, 

les hgnes données a, 6 à partir d'un même ■' ^' \ \\ 

point B sur une même droite, dans le même y^ — . I j; 

sens en BD, BC (en appelant BD la plus petite p^ 

des deux}. On considérera BG comme Thy- 

poténuse d'un triangle rectangle et BD comme la proj.ection d'un 

côté sur l'hypoténuse. Il suffira pour cela de placer le sommet A 

de l'angle droit à l'intersection de la per- ^ 

pendiculaire élevée en D à BD et de la h . , 

circonférence décrite sur BC comme dia- _,---'"---. _^ 

mètre. Le point A étant ainsi déterminé, 
AB sera la moyenne cherchée (123). 

Deuxième méthode (jîg. 154). — On b 
portera les lignes données a, b en sons ^™- '•■'■ 
inverse à partir d'un même point D sur une môme droite, en DB. I)C, 
et on les considérera comme les pro- 
jections des côtés d'un triangle rec- h ___. 

tangle sur l'hypoténuse. Il suffira a_^ , 

pour cela de placer le point A, sommet _,-- — --, 

de l'angle droit, à l'intersection de la 

perpendiculaire en D à BC et de la 

circonférence de diamètre BC. Le '; 

point A étant ainsi déterminé. Al) 

sera la moyenne cherchée (125). ^'v 

Troisième méthode [fig. 153). ~ pi,,. 133. 

Soit à trouver la moyenne propor- 
tionnelle entre deux lignes a, b. On portera ces deux lignes, à 
partir d'un mémo point 0, sur une même droite, dans le même sens 
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en OA, OB. Par les points A,B on fera passer une circonférence 
quelconque à, laquelle on mènera, du point 0, une tangeuLe Oï. Ce 
sera la moyenne proportionnelle cherchée (132). 

154. Constr. 5. — Construire une ligne dont le carré soit égal à la 
somme des carrés de deux lignes données. 

On portera les deus. lignes données sur les eûtes d'un angle 
droit : !a ligne chercliée sera l'hypoténuse du triangle rectangle 
ainsi formé. 

Constr. 6. — Construire une ligne dont le carré soit égal à la 
différence des can-és de deux lignes données. 

On construira (L. II, 87 bis, constr. 9} un triangle rectangle ayant 
la plus grande ligne pour hypoténuse et l'autre pour cùté de l'angle 
droit : le second côté sera la ligne cherchée. 

155. Constr. 7. — Construire deux droites, connaissant leur somme 
et leur-produit. 

Soit à. chercher deux lignes dont la somme soit égale à une ligne 
donnée a — BG et le produit au produit de deux lignes données b, c : 
nous pouvons supposer ces dernières portées, dans un même sens, 
respectivement en BB', CC sur les perpendiculaires élevées aux 
extrémités de BC {fig. 156). Les deux lignes cherchées, puisque leur 
somme est égale à BC, pourront être 
représentées par BM et CM, M étant un cer- 
tain pointdeBC.Maisd'autrepart le produit 
BM-CM doit être égal au produit BB'-CC ; 
cette égalité peut s'écrire sous forme de 

CM 

" BM^ 



Fxa. 138. proportion : ^^ ^ ^ et montre que les 

deux triangles rectangles B'BM, CC'M sont semblables. L'angie 
BMB', égal à son homologue MG'C, est par suite complémentaire 
de ŒG, de sorte que l'angle B'Mt' est droit- Le point M sera donc 
sur la circonférence de diamètre B'C/. 

Réciproquement, si la circonférence de diamètre B'C coupe BC en 
un point M, les triangles BB'M, CC'M seront semblables comme 
ayant leurs côtés perpendiculaires, et il en résultera l'égalité des 
produits BM-CM et BB'-CC. 
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Condilioiis de possibilUé. — Nous avons pris lf;s lignes b et c 
quelconques, mais nous pouvons les supposer égales entre elles : 
cavou peut, sans changer le produit, les reuipiacer toutes deux par 
leur moyenne proporlionnelle. Supposons donc BB' =^ CC, de sorte 
que le quadrilatère BB'CC est nn rectangle. Le milieu de B'C est 
alors à une distance de BC égale à BB', et le rayon de la circonfé- 
rence est égal à la moitié de B'C ou, ce qui revient au même, de BC. 
Donc la circonférence coupera BC si BB' est au plus égal ii la moitié 
de BC, c'est-à-dire si /e produit donné esf au plus Égal au carré de la 
moitié de BC, 

Si M est un point répondant à la question, en retournant le 
segment BC sur lui-même ou {ce qui revient au même) en prenant 
la figure symétrique par rapport au milieu de BC, on aura un 
point M' qui jouira de la même propriété que le premier, puisqu'on 
a BM' = CM, BM = CM'. On voit que les deux points M, M', inter- 
sections de la circonférence de diamètre B'C avec BC, sont symé- 
triques par rapport au milieu de BC, ce que Ton peut vérifier 
directement à l'aide du n° 62. 

Si le produit donné est égal au carré de la moitié de BC (ce qui 
est la valeur la plus grande qu'il puisse prendre, d'après ce qui 
précède), la circonférence de diamètre B'C est tangente à, BC; les 
points M, M' sont confondus entre eux et, par suite, avec ie milieu 
de BC, de sorte qu'on a BM = CM. On voit donc que le produit de 
deux droites dont la somme eH constante est maximum quand ces 
droites sont égales. 

Remarque. — Soit x le segment BM. On aiira CM. — a — x; ei 
l'égalité BM- CM = BB'-CC s'écrira a: (a — x) = bc, ou 

x'- ~ nx + Se = 0. 

La construction précédente fournit donc le moyen de trouver une 
ligne X vérifiant l'équation 

où a est une ligne donnée, q le produit de deux lignes données, 

Constr. 8. — Construire deux droites, connaissant leur différence et 
leur produit. 
Soit à chercher deux droites dont la différence soit égale à une 
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ligne donnée n = BC el le produit égal au produit de deux lijjnes 
données b,c : nous pouvons supposer ces dernières portées, en sens 
contraires, respectivement en BB', CC sur les perpendiculaires 
élevées aux extrémités de BC [fig. 1S7). Les deux lignes cherchées, 
puisque leur différence est égaie 
à BC, pourront être représentées 
"-,_ par BM el CM, M étant un point 

'-, pris sur l'un des prolongements 

"'., de BC; et l'on devra avoir 

c BM-CM = BB'-CC'. Comme dans 

'■ ,1 la construction précédente, on en 
conclura que le point M doit être 
""-~,^ ,.-'' sur la circonférence décrite sur 

B'C comme diamètre et qu'inver- 
sement un point d'intersection 
de celte circonférence avec BC prolongé répond a la question. 
Comme les points B', C sont de côtés différents de BC, la 
circonférence coiipe toujours la droite, et par conséquent le 
problème est toujours possible. 

Remarque. — Soit x le pins petit des deux segments ainsi trouvés ; 
l'autre sera y = a-\-x el l'égalité a;;/ := bc pourra s'écrire, soit 

x{a-\-x) = bc, ou x^^ax — bc — O, 

soit 

{y — -a) y ^= bc, ou y^ — ny — ■ bc = 0- 

Kous avons donc le moyen de trouver une ligne satisfaisant ix 
l'une quelconque des deux conditions 

ir^ + ax — 5 = 0, 
y^—ay — ,j = 0, 

a étant une ligne donnée ctç le produit de deux lignes données. 

156. On dit qu'une droite est divisée en moyenne et extrême raison, 
lorsque le plus grand segment est moyen proportionnel entre la 
droite entière et l'autre segment. 

Con&tr. 9. — Diviser une droite en moyenne et extrême raison. 
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SoiL la droite ilonnée BC (fig. 158J sur laquelle il s'agit de trouver 

unpointDtelque— = — ^, 

Dans la proportion précé- ,■ ; •, 

dente, ajoutons les uuméra- .' | 

teurs entre eux et les dé- g/ ; ; 

nominateurs entre eux. Il ^: / ° ^ u 



BC_BG + BD 1/ 

BD^ BG '' "" 

Fie. IM. 

Nous voyons que les deux 
segments BD et BC -f- BD, doot la différence est égale à BC, ont pour 
produit BG . Nous sommes donc ramenés à la construction précé- 
dente. Il faudra, aux deux extrémités de BC, élever en sens inverses 
des perpendiculaires BB',CC' égales à BC, puis, sur B'C comme 
diamètre, décrire une circonférence qui coupera BC, prolongé du 
côté du point C, en un point M tel que BD = CM soit le segment 
cherché. 

A partir du point B, portons, en sens inverse de BC, un segment 
BD' égal à BM. Le point D' ainsi obtenu jouit d'une propriété tout à 
fait analogue à celle du point D, à savoir ; sa disianee au point B esl 
moyenne proportionnelle entre sa distance au point G et ta droite BC. On 

BC BC + BD 

a en effet BD' = BG-fBD, do sorte que la proportion 07; = 57; — ■ 

CD' 

Le point D' est dit diviser extérieurement la droite BC en moyenne 

et extrême raison ('). 

D'ailleurs, pour jouir de cette propriété, le point D' doit être 

BD' CD' , 
choisi comme nous 1 avons dit, car la proportion rz— = — - donne 

inversement (par soustraction des numérateurs entre eux et des 

dénominateurs entre eux) ^z— = -— -— , de sorte que BD' est 

BC BD — BC 

l'uu des segments dont la différence est BC et le produit BC^ 
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Soit BC = a : proposons-nous de calculer BD et BD'. Nous 
remarquerons d'abord que, à, cause de l'égalité de BB' et de CC, la 
circonférence décrite sur B'C comme diamètre a pour centre 

le milieu de BC, de sorte que OC = - . Le théorème du carré de 

l'hypoténuse, appliqué au triangle rectangle ÛCC, montre alors qoc 



On 


idonc 
CM = 


0C' = 
= BI) 


OM\/(ij"+<.' 






-BD':= 



, v'5 + i 



2 
157. Problème. — l'rouver le Heu géométrique des points tels que 

le rapport de leurs distances à deux droites données soil égal à un 

rapport donné. 
Soient les deux droites données D,D', que nous supposerons 

concourantes on un point (fîg. 1S9} : nous cherchons le lieu des 
points dont les distances à 
ces deux droites soient entre 
elles comme deux lignes don- 
nées d,d'. Si M est un point 
du lieu, tout point M' de la 
droite OM fait également 
partie de ce lieu ; car les 
perpendiculaires abaissées du 
point M sur D,D' et les per- 
pendiculaires abaissées du 
point M' sur ces mêmes droites 
forment évidemment deux 
figures homothétiques par 
rapport au centre d'homo- 
thétie 0. De là résulte que 
le lieu se compose de droites 
passant par 0. D'ailleurs 
nous pouvons obtenir des 
points de ce lieu eu cherchant 

ies points dont les distances à D,iy soient respectivement égales 

à d, d'. Nous savons que le lieu des points situés à la distance d de 
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la droite D se compose de deux droites D„ D^ parallèles k D; 
de même le tieu des points dont la distance k D' est d\ se compose 
de deux droites D',, D'^ parallèles à D'. Soient M,, M^ les points 
d'intersectioa de Dj et de D^ avec D',. Les droites OM,, OM^ font 
partie du lieu. Elles le constituent d'ailleurs tout entier : car si M 
est un point de ce lieu, la droite OM coupe T)\ en un point W qui, 
étant à la distance d' de D', doit être à la distance d do D et par 
suite coïncider, soit avec Mj, soit avec M^. 

Si les deux droites D, D', étaient parallèles, il y aurait deux points 
du lieu sur une perpendiculaire commune quelconque [') : ce 
seraient les deux points conjugués qui diviseraient cette perpendi- 
culaire dans le rapport donné. Le lieu se composerait des parallèles 
menées par ces deux points aux droites données. 

Gonstr. 10. — Construire les points dont les distances d trois droites 
données ont des rapports donnés. 

On construira d'abord les deux droites, lieux des points dont les 
dislances aux deux premières droites données aient entre elles le 
premier rapport donné ; puis on opérera de môme avec les deux 
dernières droites données. On aura ainsi deux nouvelles droites, qui 
couperont les premières en quatre points répondant à la question, 

158, Constr. 11. — Mener les tangentes communes à deux cercles. 

Nous avons résolu ce problème au n= 93, livre IL Les théorèmes 
précédents nous permettent d'en donner une solution toute 
différente. 11 suffira en eflfet de tracer deux rayons parallèles, de 
manière à déterminer les centres de similitude (143) et de mener, 
par l'un quelconque de ces points, une tangente à l'une dés 
circonférences : elle sera aussi tangente h l'autre, en vertu de 
l'homothétie de ces deux figures. 

Constr. 12. — Tracer l'axe radical de deux cercles. 

Si ces deux cercles sont sécants ou tangents, on n'aura qu'à 
tracer la corde commune ou la tangente commune. 

Sinon, on les coupera par un troisième cercle quelconque. Le 
point d'intersection des deux cordes communes appartiendra (139) â 
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l'axe radical cherché. On mènei'a par ce poiat une perpendiculaire 
à la ligne des centres ; ou encore, on recommencera la construction 
de manière à déterminer un second point. 

Remarque. — Appliquée à une circonférence et à une droite, la 
construction précédente conduit à admettre que Vaxe radical d'une 
circonfévence et d'une droite est la droite elle-mènie. 

Celte construction s'applique encore si l'un des cercles se réduit 
à un point, pourvu que l'on fasse passer le cercle auxiliaire par ce 
point. 

On déduit immédiatemcni de la construction précédente la 
recherche du centre radical de trois cercles donnés, et par consé- 
quent aussi (139) la 

Constr. 13. — Tracer le cercle orthogonal à Iroù cercles donnés, 
avec ses cas particuliers : 

Tracer, par un point donné, un cercle orthogonal à deux cercles 
donnés ; 

Tracer, par deux points donnés, un cercle orthogonal à ttn cercle 
donné. 

159. Constr. 14. ^ Décrire une circonférence passant par deux 
points donnés al ianfjente à une droite donnée. 

Soient les deux points A, li (^j.lSOj et la droite xij; soit île point 
de contact, avec 
xy, d'une circon- 
férence répondan t 
à la question. Pro- 
longeons AB jus- 
qu'il sa rencontre 
en I avec xy. I.a 
longueur IT est 
connue, car elle 
est moyenne, pvo- 
''"'■ ""■ portionnelle entre 

lA et IB. 
Inversement, si le point T vérifie cette condition, il existe (132), 
une circonférence passant par A et B et tangente en T à ic)/ : on la 
déterminera par la construction 13, n" 90, livre II. 
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Comme on peut reporter la moyenne proportionnelle entre lA et IB 

dans deux sens différents à partir du point I sur xy, il existe deux 

circonférences répondant à la question. 
Le problème n'est évidemment possible que si A et B sont du 

même côté de wy. 

CoQstr. 15. — Décrire une circonférence passant par deux points 
donnés et tangente à une circonférence donnée. 

Soient les deux points A, B {ftg. 161) et la circonférence C. 
Cherchons encore le point de contact T de la circonférence 
demandée. 

Pour cela, soit I le poiutde _.', 

rencontre de AB avec la tan- 
gente en T, Par les points 
A, B faisons passer une 
circonférence quelconque qui 
coupe C aux points P, Q. Le 
point I se trouve sur la droite 
PQ (139). 

L'intersection de AB avec 
PQfaisantconnaîtrelepointl, i.„i. lui. 

il suffira de mener, par ce 
point, les tangentes à C. Le problème a par conséquent deux solutions. 

Condition de possibilité. — II faut que le point I soit extérieur 
à C. Pour cela il est nécessaire et suffisant que ce point soil sur un 
des pro,Iongements de PQ, c'est-à-dire extérieur à la circonférence 
auxiliaire. C'est ce qui se produira quand A et B seront tous deux 
sur un seul des deux arcs déterminés par PQ dans cette circonfé- 
rence, c'est-à-dire lorsque A et h seront tous deux intérieurs ou tous 
deux extérieurs à !a circonférence donnée. 



EXERCICES 

soit, avec une droite donnfie, dans le rapport des 

164. Trouver une droite dont le carré soit, arec le carré d'une droite donnée, 
dans le rapport de deux droites données. 

165. Mener, d'un point donné, une droite que deuK droites (ou circonférences) 
données divisent dans un rapport donne. 
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165 its. Par un point e.'îiérieiir à un cercle, meniii- une sécante que ce ccrelodivise 
en movenna el estréme raison, 

166. Mener, à, deux cercles donnés, deux tangentes parallèles telles <iue leurs 
distances à un point donné P soient entre elles comme 1 est à 2. 

167. Troiivei- un point d'où l"on voie sous des angles égaux trois segmenis 
conséculifa AB, liC, CD d'une même droite. 

168. Par deux points situés sur le même iliamètre d'un cercle, mener deux cordes 
égales qui ae coupent sur la circonférence. 

109. Construire un triangle, connaissant àùux cùtés et la bissectrice de l'angle 
compris. 

170. Construire un triangle, connaissant un côté, la haoleur correspondante et le 
pi'oiluit des deux autres côtés. 

171. Construire un triangle, connaissant les angles et le périmètre ; ou les angles 
et la somme des médianes; ou les angles et la somme des liauteurs, eic. 

172. Consiruire un carré, connaissant la différence entre la diagonale et le côté. 

173. Le conjugué harmonique du point B par rapport au segment BD' {Bg. Iâ8, 
11° 136) s'obtient en prolongeant la ligne BC d'une longueur égale à elle-même. 

Le conjugué harmonique du point D' par rapport au segment BC est le symé- 
trique du point D par rapport au milieu de BC. 

Montrer également que le cercle décrit sur DD' comme diamètre pa?se par les 
sommets [autres que B et C) du carré qui a BC pour diagonale. 

171. Étant donnés une droite et deux points A, B, trouver sur la droite un point 
d'où l'on voie la distance AB sous le plus grand angle possible. 

On traitera ce problème par la méthode indirecte, qui consiste à chercher d'abord 
sur la droite un point d'où l'on voie A B sous un angle donné, et à examiner quelle 
est la plus gi-ande valeur de l'angle donné pour laquelle le problème esl possible. 

On opérera de même pour les deux exercices suivants. 

115. Mener à deux parallèles données une perpendiculaire commune qui soit vue 
d'un point donné sous le plus grand angle possible. 

173 bis. Plus généralement, mener, par un point donné une droite dont la portion 
comprise entre deux parailètes données soit vue, d'un autre point donné extérieur 
aux parallèles, soos le plus grand angle possible. 

176. Par deux poiols, mener un cercle qui intercepte sur une droite donnée une 
corde de longueur donnfe. — Minimum de cette longueur, iorsqae les poinis sont de 
part et d'autre de la droite. 

cercle qui a, avec deux cercles donnés, mfme 
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CHAPITRE VII 
POLYGONES RÉGULIERS 



160. On nomme polygone régulier un polygone convexe dont Lous 
les cOtés sont égaux et tous les angles égaux. 

On nomme ligne brisée régulière une ligne brisée dont tous les 
côtés sont égaux, tous les angles égaux et de même sens. 

161. Théorème. — Lorsqu'on divise une circonférence en un 
nombre quelconque n de parties égales: 

1° Les points de division sont les sommets d'un polygone régulier; 

2" Les tangentes en ces points sont les côtés d'un second polygone 
régulier. 

1" Deux eûtes consécutifs du polygone qui a pour sommets les 
points de division sont évidemment symétriques l'un de l'autre par 
rapport au rayon qui va à leur sommet commun; deux angles 
consécutifs du même polygone sont symétriques par rapport au 
rayon perpendiculaire à leur côté commun; 

ï" Deux angles consécutifs du polygone formé par les tangentes 
aux points de division sont évidemment symétriques par rapport 
au rayon perpendiculaire à leur côté commun; deux côtés consé- 
cutifs de ce polygone, par rapport au rayon perpendiculaire à la 
corde qui joint leurs points 
de contact. 

162. Théorème. — Tléci- 
proquement, tout polygone 
régulier — ou, plus généra- 
lement, toute ligne brisée 
régulière — est inscriptible 
àun cercle et circonscriptible 
à Un autre cercle. 

Soit, par exemple, la ligne brisée régulière ABCDEF {fig. '162). 
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Circonscrivons au triangle AUC une circonférence, dont le centre 
sera sur la perpendiculaire au milieu de BC. Je dis que cette circon- 
férence passera aussi par le point D. Il suffît, pour le démontrer, de 
remarquer que les côtés BA, CD sont symétriques l'un de l'autre par 
rapport h la perpendiculaire au milieu de BC, attendu que le symé- 
trique de BA coïncide avec CD en direction fà cause de l'égalité des 
angles en B et en C) et en grandeur (puisque BA ^ CD). On a donc 
bien OA;=OD. On verrait pareillement que celte même circonfé- 
rence, circonscrite au triangle BCD, passe par le point E; et ainsi 
de suite, 

D'aUleurs les cotés Alî, BC, etc., étant cordes égales de la circon- 
férence précédente, sont également distants du centre ; par suite, 
la ligne brisée est circonscriptible h une seconde circonférence de 
centre 0. 

Le rayon de ce second cercle, ou dislance d'un côté quelconque 
au centre, a reçu le nom d'apothème de la ligne brisée régulière (ou 
du polygone régulier). 

Remarque, — Tout polygone régulier de n côtés peut être super- 
posé à lui-même par des rotations (à savoir celles dont l'angle est 
mesuré par un certain nombre de fols le n™ de la circonférence) et 
par des symétries [les symétries par rapport aux perpendiculaires 
aux milieux des côtés ou aux bissectrices des angles). 

163. Nous venons de constater l'existence d'une infinité de 
polygones réguliers d'un nombre donné quelconque n de côtés. 
Nous allons démontrer que ces différents polygones sont semblables 
entre eux. 

Théorème. — Deuxpolygones réguliers d'un même nombre de côtés 
sont semblables, et le rapport de similitude est égal au rapport des 
rai/ons et à celui des apothèmes. 

En effet, deux polygones réguliers d'un même nombre de côtés 
inscrits dans deux cercles égaux, sont évidemment égaux : ils coïn- 
cident dès qu'on fait coïncider les circonférences circonscrites et un 
sommet. 

Donc, étant donnés deux polygones réguliers P et P' inscrits dans 
les cercles G et C, en coupant les rayons du cercle C qui aboutissent 
aux soinmets de P par une circonférence concentrique à C et égale 
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à G', on obtiendra un polygone régulier liomotliélîque à P, par 
rapport au centre de C, et égal à P'. 

Remarque, — En particulier, tons les polygones réguliers d'un 
même nombre de cùlés n ont le même angle. Il est facile de calculer 
cet angle. Puisque !a somme des angles d'un quelconque de ces 
polygones est de 2» — 4 droits, chacun d'eux en sera la li""^ partie 

4 
et sera mesuré, par rapport k l'angle droit, par le nombre 2 . 

164. Après avoir divisé une circonférence en n parties égales, 
joignons les points de division de p en p jusqu'à ce que nous 
revenions à un point déjci obtenu. Si P est le premier sommet que 
l'on retrouve ainsi, ce sommet P ne peut être que le point de départ; 
car s'il était l'extrémité d'un côté NP, déjà parcouru dans le sens NP, 
il est clair qu'on serait retombé sur le point N avant de retomber 
sur le point P. 

La figure ainsi tracée a reçu le nom de polygone régulier éloilé. 
Par exemple, la figure 163 représente le pentagone régulier étoile 
obtenu en divisant la circonférence en cinq parties égales aux points 
A, B, C, D, E et joignant ces points deux 
à deux dans l'ordre ACEBDA(h — 5; _,_ 

p = i). 

On peut supposer n et p premiers 
entre eux. Si, en effet, ces nombres 
avaient un plus grand commun divi- 
seur d, tout se passerait comme si 

l'on avait divisé la circonférence en -, 
d 

parties égales, pour joindre les points 

de division de-, en-- 
« d 

n ol d étant premiers entre eux, le polygone étoile aura exacte- 
ment n cOtés. En eiTet, puisque chaque côté comprend p divisions, 
nous aurons, en traçant k côtés, franchi kp divisions. Nous revien- 
drons au point de départ si nous avons ainsi parcouru un nombre 
exact de circonférences, c'est-à-dire si kp est un multiple de n. On 
■montre en arithmétique C) que cette circonstance se produit pour 
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certaines valeurs de k plus petites que n, si p n'est pas premier 
avec n, mais que si, au contraire, p est premier avec n, le fait se 
présente pour la première fois pour k = n. 

On formera donc les polygones étoiles de n côtés en divisant la 
circonférence en n parties égales et joignant les points de division 
de p en p. où p est un nombre quelconque premier avec n et 
inférieur à n. Toutefois, chaque polygone étoile est ainsi obtenu de 
deux façons différentes ; car, si son côté est la corde d'un arc 
comprenant p divisions, il est aussi la corde d'un arc comprenant 
n — p divisions. Par exemple, le polygone étoile de la ligure 163 
peut être obtenu, soit en joignant les points de division de deux en 
deux, soit en les joignant de trois en trois. De ce chef, la moitié des 
valeurs de jj sont â rejeter si l'on ne veut trouver qu'une fois chaque 
polygone. 

La valeur p^=l (et, par conséquent, aussi la valeurjj^n — 1) 
correspondent au polygone convexe. 

Exemple. Soit H = la. Outre 1 el 14, les nombres inférieurs à 15 
et premiers avec lui sont 2, 4, 7, 8, II, 13. On n'aura pas à consi- 
dérer les valeurs p=^8, 11, 13, qui correspondent respectivement 
aux mêmes polygones que les valeurs 7, 4, 2. Il y a donc un 
pentédécagone régulier convexe et trois pentédécagones étoiles. 

165. Inscription des poIyg:ones rég'uliers dans le cercle. 

Lorsqu'on sait inscrire un polygone régulier, on sait aussi circon- 
scrire au même cercle le polygone régulier d'un-mênie nombre de côtés. 
Ce dernier sera formé par les tangentes au cercle menées par les 
^ sommets du premier. 

\ Lorsqu'on sait inscrire un polygone 

\ \ régulier, on sait inscrire le polygone 

\ \ régulier d'un nombre de côtés double. 

--^0 II suffit de diviser en deux parties 

// égales l'arc intercepté par le côté du 

/ / premier polygone. 

X,,,_/\ 1 /\^/ 166. Carré.— Pour inscrire un carré 

" dans un cercle {fig. 164), il suffit de 

mener deux diamètres perpendiculaires 

AC, BD : la circonférence est ainsi divisée en quatre parties égales. 
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La remarque précédente permet ensuite de construire Toctogone 
régulier inscrit, puis les polygones réguliers de 18, 32...., en 
2" cOtés. 



Le câté du carré inscrit au cercle de rayon B est c^^ R v''2. 
Car, dans le triangle rectangle AOB (fy. 164), on a 



AB :^\0 +B0 - 



■ tK' 



était évideut à priori 



L'apothème d'un polygone régulier inscrit dont on connaît le 
côté, se calcule par la règle suivante : le carré de l'apothème est égal 
au carré du rayon du cercle circonscrit, moins le carré du demi-côté. 
Gela résulte de ce que l'apothème, le demî-ciJté et le rayon forment 
un triangle rectangle. 

Ainsi l'apothème a du polygone de côté c inscrit au cercle de 

rayon Restai y ^^ — 7 ■ 

Pour le carré, celte apothème est 

Elle est égale à la moitié du côté, ce qu 



167. Hexagone. 

Théorème, — Le côté de l'hcxarjone régulier est égal au rayon du. 

cerd,:. 

Soit AB [fig. 16S) le cûté de l'hexa- 
gone régulier inscrit Jt un cercle de 
centre 0. Je dis que le triangle OAB 
est équilatéral. 

Tout d'abord ce triangle est isoseèle. 
D'autre part, l'angle en 0, intercep- 
tant entre ses côtés le sixième de 

4 
la circonférence, est égal aux ■- ou 

2 2 4 (i)' 

aux r tle l'angle droit. Il reste donc2rfr — - rfr =: -— pour la 

somme des angles en A et en B. Ces deux angles étant égaux 
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. , '2dr 
entre eux, chacun d eux est égal a --— . 

par suite, équilatéral. 

L'apothème de l'hexagone régulier in 

~1P 



V 



R^ -, 



Le triangle est équiangle et, 



Rv'3 



Triangle êquilatéraL — En joignant de deux en deux les 
sommets de l'hexagone, on formera le triangle équilatéral inscrit 
ACE (^5-. 16b). 

Le côté AC de ce triangle, étant perpendiculaire au rayon OB, est 
égal au double de la hauteur du triangle AOB, c'est-à-dire (puisque 
les trois hauteurs de ce triangle équilatéral sont égales) au double 
de l'apothème de l'hexagone, soit Cj = R \/3, 

C'est ce qui se voit encore en remarquant que B et E sont diamé- 
tralement opposés {comme comprenant entre eux trois sixièmes de 
circonférence). Le triangle ÂBE est donc rectangle en A et le côté 
AE est double de la perpendiculaire abaissée du milieu de BE 



;ur AB. 

L'apothème du 



équilatéral inscrit est a^ ^= 



2" 



Sachant construire l'hexagone inscrit, on en déduira l'inscription 
des polygones de 12, 24,...., 3x2" cotés. 
168. Dêcagouc. 

Théorème. Le côté du décagone régulier inscrit est égal au plus 
grand segment du rayon divisé en moyenne 
et extrême raison. 

Soit AB {/ig. 166) le côté du décagone 
régulier inscrit à nn cercle de centre 0. 

4 2 

L'angle en est les— ou les ^r de l'angle 

droit. La somme des angles on A et B 

est donc 2 rfr — -r;— =; - rfr et chacun 
5 5 
4 
d'eux vaudra - d'angle droit. Menons 

alors la bissectrice AI de l'angle en A 
{l étant l'intersection de cette bissectrice avec OB), laquelle 
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2 -^^ 

fait avec OA et AB des angles de ^dr. L'angle AIB, extérieur 

au triangle AIO, est égal à la somme de deux angles intérieurs 

non adjacents, soil ici s de droit. II en résulte que les deux 

triangles AIB, AIO sont isoscèles et que l'on a AB = AI=; 10. La 

propriété de la bissectrice (115), soit ™ = Yd' s'écrit alors 

OI_OB 
ÏB ~~ Ot ■ 

0. Q. p. n. 
On déterminera donc le côté du décagone régulier inscrit par la 
construction 9, n^lSC. 
Ce côté est : 

et l'apotbème : 

169. Outre le décagone régulier convexe, il existe nu décagone 
régulier étoile, obtenu en joignant les sommets du premier de trois 
en trois. 

On retrouve la construction du côté du décagone convexe et on 
obtient celle du côté du décagone étoile parla proposition suivante ; 

Théorème. — La différence des côtés des deux décagones réguliers 
inscrits est égale au rayon et leur produit est égal au carré du rayon. 

Soit encore AB {fig. 166) le côté du décagone régulier convexe, de 
sorte que la demi-circonférence AF est divisée en 5 parties égales 
aux; points B, C, D, E. AD est le côté du décagone étoile; d'ailleurs 
la droite AD coïncide avec la bissectrice AI de l'angle OAB, car les 
deux angles inscrits FAD, DÂB interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux. Le rayon CD est parallèle à AB, puisque les angles 
alternes-internes ODA, DAB sont tous deux égaux à OAD, Les deux 
triangles AIB, DOI sont donc semblables ; il sont d'ailleurs tous deux 
isoscèles, comme nous l'avons vu au numéro précédent, On a donc 
bien, tout d'abord, AD — AB = AD — Al =ID = OD. 



yGoosle 



Quant à la relation AB-AD = AI-AD = OA', elle résulte de la 
similitude des triangles ÂIO, AOD, qui sont équiangles. 

On voit donc que les cotés des deux décagones réguliers corres- 
pondent aux deux divisions (intérieure et extérieure) du rayon en 
moyenne et extrême raison, obtenues dans la construction 9. 

Le cOté du décagone étoile est c',o— R — ^^ et son apothème, 



170. Pentagone. — Kn joignant de deux en deux les sommets 
du décagone régulier, on obtient !e pentagone régulier convexe. 

En joignant de deux en deux les sommets de celui-ci, ce qui 
revient à joindre de quatre en quatre les sommets au décagone, on 
obtient le pentagone régulier étoile. 

Le côté AC du pentagone régulier convexe est double de la 
hauteur abaissée du point A dans le triangle AOB (fy. 166), On peut 
donc le calculer, connaissant le côté du décagone, puisqu'on sait 
calculer les hauteurs d'un triangle dont on connaît les trois côtés. 
Mais on peut se dispenser de ce calcul en remarquant que le côté du 
pentagone convexe est double de Vapothème du décagone cloilé. C'est 
ce qui se voit, soit dans le triangle isoscèle AIO, dont les deux 
hauteurs {c'est-à-dire le demi-cûté du pentagone convexe et l'apo- 
thème du décagone étoile) sont égales, soit dans le triangle rectangle ■ 
ADF, dont le côté DF est égal au côté du pentagone et la parallèle 
menée par le point à ce côté, à l'apothème du décagone étoile. Le 
côté et l'apothème du pentagone régulier convexe sont donc : 



On verrait de même, par la considération du triangle rectangle 
ABF, que le côté du pentagone étoile est double de l'apothème du 
décagone convexe, soit 



4^w+i 



2V5 , <-5A5-0 



Remarque. — D'une façon générale, le même raisonnement prouve que 
le calcul du côté et de l'apolhème du polygone (conveïe ou étoile), obtenu 
en divisant la circontérence en 2>i + 1 parties égales et joignant les poinis 
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de division de p enp, revient au calcul de l'apo thème et du côté du polygone 
obtenu en divisant la circonférence en 4)i + 2 parties et joignant les 
points de divisions de q en q, si le nombre g a été déduit de p par la 
relation (') 

171. Peiitô décagone. — Soit encore à inscrire le peiitédécagono 
régulier. 

Nous saurons inscrire ce polygone, une fois construits l'hexagone 
et le décagone, à Taide du théorème suivant : 



Théorème. — L'arc intercepté par le calé du pentédécagone 
régulier inscrit est la différence des wcs interceptés par le côté de 
l'hexagone et par celui du décagone. 

En effet, cet arc est égal au 15^™= de la circonférence et la 

I 1 1 

fraction r^ est égale à la différence g — ttt. 

On portera donc sur le cercle, à partir d'nn même point A (/îi?. 167), 
deux ouvertures de compas AB, AC 
égales, l'une au côté de Thexagonc, 
l'autre au côté du décagone, BC sera le 
côté clierché. 

Outre le pente décagone régulier 

convexe, il existe trois pentédécagones 

étoiles (164) dont les côtés interceptent 

2 4 7 

respectivement les ~, les 7^7 et les tt^ 

15 lo 15 

de la circonférence. Ces arcs, que l'on 
peut évidemment déduire du premier, iit.. isi. 

s'obtiennent d'ailleurs par des cons- 
tructions tout à fait analogues è. celle du pentédécagone convexe. 
L'arc intercepté par le côté du premier pentédécagone étoile est la 
différence des arcs interceplés par le côté du décagone étoile et celui de 
l'hexagone; 
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166 GÉOMÉTRIE. 

L'arc infercejilé par le côté du second pentédécagone étoile est la 
somme des arcs interceptés par le côté du décagone convexe et celui de 
l'hexagone; 

L'arc intercepté par le côté du troisième pentédécagone étoile est la 
somme des arcs interceptés par le côté du décagone étoile et celui de 
l'h 



On a, en effet, les égalités 

lo^lO 6' 
_^_J_ 1 

_7__£ 1 
1S~10^6" 

172. Plus généralemeut, quand on sait inscrire les polygones réguliers de 
m côtés et de n côtés, les nombres m et n étant premiers entre eux, on sait 
inscrire le polygone régulier de mn côtés. 

En effet, lescûtés des deux polygones connus interceptent des arcs égaus 
respectivement au înÈmo et au lî^me je la circonférence. En reportant p 
fois de suite [e premier arc et enenrefranchantçfoiK le second, onobtiendra 
l'arc intercepté parle côté dn polygone cherché, si les entiers pet g satisfont 
à la relation 



ou np ~mq = 1. 

Or on démontre en arithmétiqueC) quecelte relation est impossible sim 
et n ont un diviseur commun, mais que, si m et n sont premiers entre e«x, 
il existe toujours deus. entiers p et î qui la vériûent, et on apprend à 
calculer ces entiers. 

Par exemple, les dodécagones réguliers s'inscrivent immédiatement à 

l'aide du carré et du triangle, puisqu'on 175 = ^ — >' 7n — ~i — l' 

La remarque du n° 170 est un cas particulier de la précédente, corres- 
pondant au cas où, des deux nombres m et n, l'un est égal à deux et 
l'autre impair. 

173. Le géomètre Gattss a démontré qu'on peut inscrire à l'aide de la 
règle et du compas tout polygone régulier dont le nombre de côtés est un 
nombre premier de la forme 2" + '■ C'est ainsi que nous avons pu inscrire 
le triangle (2 + 1 = 3) et le pentagone (2^ -j_ i = s) régulier. Viennent 
ensuite les polygones de 17 (= 2* + 1), 257 f= 2' + 1), etc., côtés. 
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lîn combinant cette proposition avec celles que nous avons obtenues, nous 
voyons qu'on peut inscrire à l'aide de !a règle et du compas le polygone 
régulierde N côtés si le nombre N, décomposé en ses facteurs premiers, ne 
comprend que : 1° des fadeurs premiers de la forme 2" + i, tons diUincls 
entre eux ; 2° le facteur 3 à une puissance quelconque. 

On démontre que, réciproquement, l'inscription ne peut se faire à l'aide 
de la règle et du compas ai ie nombre .N n'appartient pas à la catégorie que 
nous venons de définir. 

Ainsi le polygone régulier de 170 (= 2 X 5 X 17) côtés peut être inscrit; 
mais non le polygone de 9 côtés : car le nombre 9 est bien égal à une 
puissance de 2, augmentée de i, mais ce n'est pas un nombre premier; 
et, d'autre part, les fadeurs premiers dont il est composé (9=3 X 3) sont 
bien de la forme 2" + 1 , mais sont égaux entre eus. 

174. Pour calculer le côté du pentédécagone régulier convexe, 
inscrit au cercle de rayon R, soient encore AB, AC (fig. 167) les côtés 
de l'hexagone et du décagone Inscrits, de sorte que BC est le côté 
cherché. Du point A, abaissons sur BC la perpendiculaire AH ; on 
auraBC = BH — CH. 

Or l'angle ABU , en sa qualité d'angle inscrit interceptant l'arc AC, 
est égal au demi-angle au centre correspondant au décagone, de 
sorte que BH est l'apothème du décagone ordinaire inscrit au 
cercle de rayon AB : d'où 



AB / ,^ , ^ ,z R 



BH = ^ V'J + 2 v'5 = I \/îO + 2 \/g , 

puisque AB = R. 

De môme l'angle ACH, égal à l'angle inscrit qui intercepte Tare 
ACB (puisque tous deux sont supplémentaires de ACB), est égal au 
demi-angle au centre correspondante l'hexagone régulier, de sorte 
que CH est l'apothème de l'hexagone régulier inscrit au cercle de 
rayon AC, soit 

\/5~l) v'3 







CH = 


^AC^v3_^i 


itpar 


conséquent 

BC: 


R[ 
" ^ 1 






VlO + 2 v'5 



V'3(;B-1)J. 
II est clair que la méthode précédente s'appliquera toutes les fois 
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qu'on aura à résoudre le problème suivant : connaissant les cordes de 
deux arcs d'une circonférence de rayon donné, trouver la corde de 
l'arc égal à leur différence. 

En particulier, pour calculer le côlé du premier pentédécagonc 
étoile, nous recommencerons le même raisonnement en remplaçant 
le crtté et l'apothème du décagone convexe par !e côté et l'apothème 
du décagone étoile. Le cùté cherché sera par conséquent 



R 



v*?» + 1 v/3 II 



Vl0-2v''o = ^[(v'5 + ])v/3 -V'iO — Sv/sl. 



Soit maintenant à calculer le côté du second penlédécagone 

étoile. Soient encore AB, AC les cùtés de l'hexagone et du décagone 

convexe, mais portés, cette fois, en sens 

inverses sur le cercle, de sorte que BC 

est le côté cherché (fig. 167 bis). 

Du point A, abaissons de même sur 
BC la perpendiculaire AH'. Les deux 
segments BH', CH' seront encore égaux, 
l'un à l'apothème du décagone convexe 
inscrit au cercle de rayon AB, l'autre à 
l'apothème derbexagoneinscritau cercle 
de rayon AC. Leur somme BC sera donc : 




BC 



W 



lU-f 2v5 + v'3(v/S — 1) 



Il est clair qu'on opérera de même toutes les fois qu'on voudra, 
connaissant les cordes de deux arcs d'une circonférence de rayon donné, 
trouver la corde de l'arc égal à leur somme. 

En particulier, nous trouverons pour le côté du troisième penté- 
décagone étoile la valeur 



t[(v 



S + i)v34-v''lO — 2v'îî ■ 



175. On peut déduire l'apothème du pentédécagone de la 
connaissance du côté; mais cela exigerait l'extraction d'une nouvelle 
racine carrée, au lieu qu'on peut obtenir l'apotbème (sans cette 
extraction) par un procédé analogue à celui qui a servi à calculer le 
côté. 
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Dans la figure 167, nous mènerons le diamètre CD du poinL C. Lo 
triangle rectangle BCD nous montre, comme précédemment que BD 
est double de rapothème cliercliée- Du point A, sur BD, abaissous la 
perpendiculaire AK. L'angle ADB étant égal (comme angle inscrit) 
au demi-angle au centre correspondant à l'iiexagone, la portion DK 
est égale à l'apothème de l'hexagone inscrit dans le cercle de rayon 
AD, par conséijuent 

DK ==: AD ^ 



DK=|v"10 + 2V^|, 

car AD est double de l'apothème du décagone régulier inscrit au 
cercle donné. 

D'autre part, l'angle ABD étant égal à ÂCD, c'est-à-dire au 
complément du demi-angle au centre correspondant au décagone 
régulier, l'angle KAB est égal à ce demi-angle au centre et BK est le 
demi-côté du décagone inscrit dans le cercle de rayon AB, soit 

4 4 



Donc l'apothème cherchée sera 



^ BK + DK _ 



|[v/3\/lO + 2VB- 



^1 



Un raisonnement analogue donnerait : 
pour l'apothème du premier pentédécagone étoile, la valeur 

|(,;5^io-2V3 + v's + i); 

pour l'apothème du second pentédécagone étoile, la valeur 
5[,'3v/lO + 2v5-W5-l)]; 

pouF rapoLliême du troisième pcnlétiÉcagone étoile, la valeiii 
2[v3v'W^2v'5-(v'5 + l)]. 
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176. Mesm-e de la circonférence. 

Théorème. — Soient P le périmètre d'un polygone régulier circon- 
scril, p le périmètre du polygone inscrit du même nombre de côtés. Si 
Von double indéfiniment le nombre des côtés, ? et p tendent vers une 
limite commune L. 

.nscrit abcd... (fuj. 168) et le polygone 
circonscrit AB CD... 
dont les côtés ont 
pour points do contact 
les sommets du pre- 
mier. Doublons le 
nombre des côtés de 
ces polygones, en di- 
visant en deux parties 
égales chacun des arcs 
«6, bc, cd,... , de ma- 
nière à Tormer le nouveau polygone régulier inscrit aebfcg... et 
le nouveau polygone régulier circonscrit correspondant EFGHKL... 
[fig. 168). Opérons sur ces nouveaux polygones comme sur les 
premiers, et ainsi de suite indéfiniment. Je dis que les périmètres p 
des polygones inscrits et les périmètres P dos polygones circonscrits 
tendent vers une limite commune. 
Nous le démontrerons à l'aide des remarques suivantes : 
1° Les périmètres p vont en croissant; par exemple, ie polygone 
aebfrg... a un périmètre plus grand que le polygone abcd..-, car ce 
dernier lui est intérieur; 

2° Les périmètres P vont en décroissant; par exemple, le poly- 
gone EFGHKL... a un périmètre plus petit que le polygone ABC... ; 
il lui est, en effet, intérieur; 

3° N'importe quel périmètre p est plus petit que n'importe quel 
périmètre P, puisque tout polygone inscrit est intérieur à tout 
polygone circonscrit. 

La quantité ^, qui va sans cesse en croissant, tout en restant 
constamment inférieure à une quantité fixe (à savoir une quel- 
conque des valeurs de P), tend vers une limite. {Levons d'Arithmé- 
tique de M. Tannery, chap. xn, n° 410.) 

De même, la quantité P, qui va sans cesse en décroissant, tout en 
restant constamment supérieure à une quantité fixe [à savoir une 
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quelconque des valeurs de ^), tend également vers une limite. 
Ces deux limites sont égales. Les deus polygones inscrit et 
circonscrit du même nombre de côtés sont, en effet, semblables, 
et leurs périmètres sont dans le même rapport que leurs apothèmes. 
Or, l'apollième du polygone circonscrit est égale au rayon ïl du 
cercle donné, de sorte qu'on aura 



H 



P 



a désignant l'apothème du polygone. . 



., lorsqu'on double indéfi- 



niment le nombre des eûtes, l'apothème a tend vers E. Donc la 

p 
limite du rapport— , c'est-à-dire le rapport des deux limites prccé- 

denles {Leçons d'Arilhmdliqiie, chap. xn, n." 466) est égal à 1 . 

C. Q. P. D. 

177. Je dis maintenant que le périmètre de tout polygone 
convexe inscrit ou circonscrit ('], dont tous les côtés diminuent 
indéfiniment, tend vers la limite L obtenue au théorème précédent. 

En particulier, cette limite est indépendante du polygone régulier 
primitif dont on est parti. 

Soient, en eiTet, a'b'c... [fig. 169) un polygone inscrit quelconque, 
A'B' ... le polygone convexe 
circonscrit formé par les tan- 
gentes aux points a', ô',e'...; soient 
p' et P' les périmètres de ces 
deux polygones. La limite L du 
numéro précédent est comprise 
entre p' et P' ; car p', parexemple, 
est plus petit que n'importe 
lequel des périmètres P consi- 
dérés au numéro précédent, et qui ont pour limite L, de sorte 
qu'on ap'-^L; et, de même, on trouverait P'^L. 

D'autre part, la droite OA.' coupe a'b' en son milieu H et l'on a 

fl'A'-f-A'6' _a'A^_ R 
a'b' ~ ÔÏT ^ ÔH 
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à caiise des triangles rectangles Oa'H, Oa'.V, qui sont semblables 
comme ayant un angle aigu commun. De môme 
b'B' + B'e' _^ R^ 
b'c' ~ OK 

(OK désignant le milieu de b'c"j, et ainsi de suite. 

Considérons les premiers membres de ces différentes égalités, et 
faisons la somme des numérateurs et la somme des dénominateurs : 
nous obtenons ainsi (') un rapport compris entre le plus grand et le 
plus petit des rapports primitifs; il vient donc 



/"étant compris entre la plus grande et la plus petite des quantités 

— i-r-7' Si, maintenant, le polygone varie de manière que 

tous les côtés diminuent indéfiniment, toutes les distances telles 



compris entre 1 et -;■ 
Donc P' elp' tendent vers L. 



C. (j. F. D. 



Définition. La longueur L, limite commune des périmètres des 
polygones convexes inscrits et circonscrits, tels que leurs côtés 
diminuent tous indéfiniment (limite dont l'existence vient d'être 
démontrée), a reçu le nom de longueur de la circonférence. 

178. Théorème. — Deux circonférences quelconques sont entre elles 
comme leurs rayons. 

Soient les circonférences C, C, de rayons R,U,. Dans ces deux 
circonférences, inscrivons deux polygones réguliers d'un même 
nombre de cotés. Ces deux polygones sont semblables et, par suite 
(146, coroll.) leurs périmètres P, Pj sont entre eux comme les 
rayons R, R,. Or, quand le nombre des côtés croit indéfiniment, le 

(1) Zefo™ dAritkméliqm, diap. yi, n- 212. 
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rapport — tend Vers le rapport j^ clos deux circonférences; le 

tliéorème est donc démontré. 

Corollaire. — Le rapjiorl de la circonférence au diamètre est 
un nombre constant. 

p t> C V c c 

En effet, la proportion 77 = ît peut s'écrire „ = tt <*" ;7B' = ^a ■ 

L| K, ri rlj iix iHj 

Le rapport de la circonférence au diamètre est donc le même 
poQr deux circonférences quelconques. 

Ce nombre constant, rapport de la circonTérence au diamètre, 
est désigné par la lettre grecque -k. 

Corollaire. — La longueur de la circonférence de rayon R est 
2tiR. 

179. longueur d'nn arc de cercle. 

Béfîuitiou. — La longueur d'un arc de cercle est la limite vers 
laquelle tend le périmètre d'une ligne brisée convexe inscrite ou 
circonscrite, terminée aux extrémités de l'arc, et dont tous les côtés 
diminuent indéfiniment. 

L'existence de cette limite se démontre par les mêmes rai- 
sonnements qui viennent d'être employés pour la circonférence 
entière. On considérera d'abord une ligne brisée régulière inscrite 
dont le nombre des eûtes double indéfiniment, ainsi que !a ligne 
brisée circonscrite correspondante. On passera ensuite au cas d'une 
ligne brisée quelconque ('), 

Tout arc de cercle est plus long que sa corde, puisqu'il est la limite 



(1) Co mode de démonatrBlion peut s^étendro i un arc de oonrbe quelconqi 


le A conwa 


o'est-fi-dim tel qu'aucun src faisant partie du premier ne troverae sa corde. 1! ( 


mfOlqu'àto 


nombre m înfÉrieur S 1 (si voisin de 1 qu'il soit) on pnîsso faire correspondre ui 


"Vomould 


teUe, que pour tout arc ab faisant partie de A. dont les extrémiiés aont k une dis) 




que E, le rapport de la corde ai ii la aoinmo oc + 6c (fig. ci-jointe) des tangonle 




miles, liiiiitiea à leur point d'intersection, soit compris entre m et 




runitd : condition qui est remplie (ainsi qu'on le démontre an calcul 




infinitésimal), moyennant certaines hypothôses. toujours vérifiées 


A^- 


par les courbes que nous aurons à considirer. Oa est .alors assuré y^ 




brisée inscrite k celui de la ligno biiséo circonscrite correspondante ( , 








manière que chacun d'euK tende vers zéro. 






ntdonioniè 


quo"les s"rm™S'ds™acuno d°oUos'fl^*rent parmi les sommets do la suivante" 


(raisonneme 


du o- 176] ; puis on passera do là au cas eéiiSral, comme au n» 17J. 




D'oillsurs. un arc non conveis: peut, en giinécal, se décomposer ou aies conve 
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de lignes brisées toutes plus longues que celte corde et dont les 
périmètres vont en croissant. 

Il est, pour une raison tout analogue, plus court que toute ligne 
brisée enveloppante, terminée aux mêmes exlrémîiés (']. 

Deux arcs égaux ont des longueurs égales, puisque les lignes 
brisées qui servent & la définition de ces longueurs peuvent être 
prises égales deux h deux. 

La somme de deux arcs a pour longueur la somme des longueurs 
de ces arcs, puisque deux lignes brisées inscrites dans chacun 
d'eux constituent, par leur ensemble, une ligne brisée inscrite dans 
l'arc total. 

Il en résulte, d'après un principe déjà plusieurs fois invoqué, que 
le rapport des longueurs de deux arcs d'une même circonférence 
est égal au rapport des deux arcs, précédemment étudié au livre II, 
n" 70. En particulier, les longueurs de deux arcs appartenant à une 
même circonférence sont entre elles comme les mesures de ces arcs 
en degrés. 

La longueur d'une circonférence de rayon R étant 2tuR et celte 
circonférence comprenant 360 degrés, chaque degré aura pour 

longueur 5-7-- = T^-r. Une minute aura une longueur 60 fois 

moindre que celle du degré, soit . . „ -^ : et une seconde aura 

pour longueur ^gJ^^g,y 

Donc un arc de m dc'jrés, n minutes, p secondes, pris sur une 
circonférence de rayon R, aura pour longueur 

jtR/ », p ^ 

180\"'"'"60'''60X6UJ ■ 



180. On voit donc qu'on saura calculer la longueur d'un arc 
de cercle donné quelconque si l'on connail le nombre x. 
Calcul de îT. Méthode des périmètres. 

Pour calculer ce nombre ou, ce qui revient au même, pour 
calculer la longueur d'une circonférence de rayon donné R, nous 
aurons, d'après la définition, &, calculer les périmètres de polygones 



%iam s'éMflcIent > 


ividemmeolsuxl. 


augueiii's des arcs de courbE 


Ses coDBidérnUf 


ins dÈvcloppies à 


ans la note précédente. Es 


phis eoarl ekemi: 


.. if™ pomt à un 


««l,-e. 



y Google 



POLYGONES RÉGULIERS. 175 

réguliers inscrits dont le nombre de côtés doublera indéfiniment. 
Chacun de ces périmètres fournira une valeur approchée par 
défaut de la longueur cherchée, cette valeur étant d'autant plus 
approchée que le nombre des côtés sera plus grand. Si, en môme 
temps que le périmètre d'un polygone inscrit, on sait calculer le 
périmètre du polygone circonscrit correspondant, on obtiendra 
ainsi une valeur approchée par excès, et la différence des valeurs 
approchées par excès et par défaut donnera une limite supérieure 
de l'erreur commise en adoptant l'une d'entre elles. 

Or, nous avons appris à, calculer les côtés d'un certain nombre de 
polygones réguliers inscrits, par exemple celui du carré. Pour en 

déduire les côtés des polygones de4 x2, 4x2', , 4x2" côtés, 

il suffira de résoudre le problème suivant : 

Problème. — Connaissant le côté c d'un polygone régulier inscrit 
dans un cercle de rayon donné R, calculer le cùlé du polygone 
régulier inscrit dans le même cercle el 
d'un nombre de côtés double. 

Soit AB = c {ftg. 170) le côté du 
premier polygone inscrit dans la cir- 
conférence de rayon OA^rR. En divisant 
l'arc AB en deux parties égales par 
le rayon OC, perpendiculaire au milieu 
H de la corde AB, on obtiendra en AC 
le cô(é du polygone régulier inscrit 
d'un nombre de côtés double. Or on a, dans le triangle OAC, 

ÂC' = ÔÂ' + ÔC'- — 2ÔC.ÔH=:2R' — 211. 0H = 2R[R — Oh] 
et OH sera égal à v/ll^— -. Donc, le côté cherché c, sera 

., = V/2H(R-\/tt--f)- 

D'après cola, le côté du carré étant 

R X ^2 , et son périmètre, R x 4 \'2, 
le côté de l'octogone inscrit sera 




R \l — \/2 , et son périmètre, R x 8 \/2 — v2 ; 
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i7fi CÉOMETRIE. 

le côté du polyg^onc régulier inscrit de seize eûtes sera 

Il V2 — V2+ v^S", elsonpérimèlre,Rx 16 V' 2— V 2 + v^"; etc. 

180 Ws. Pour avoir une -valeur approchée par excès de la longueur 
de la circonférence, il suffit de calculer le périmètre d'un polygone 
régulier circonscril et, par conséquent, de résoudre le problème 
suivant : 

Problème. — Connaissant le côté c d'un polygone régulier inscrit 
dans nn cercle de rayon donné R, calculer te côté du polygone régulier 
du même nombre de cûlés, circonscrit au même cercle. 

On trouve immédiatement le côté cherché c' en remarquant que 
les deux polygones sont semblables et que, par conséquent, leurs 
côtés sont entre eux comme leurs apothèmes. L'apothème du poly- 
gone circonscrit étant R, et celle du polygone inscrit VR^ — c^ le 

coté cherché est donné pai' la proportion 



Nous venons d'apprendre à calculer le côté c pour des polygones 
réguliers inscrits à nombres de côtés de plus en plus grands : la 
proportion précédente léra connaître les côtés des polygones 
circonscrits correspondants. 

181. Oii peut égalemeni, connaissant le cûLé c, d'un polygone régulier 
iaiscrit à un cercle de rayon R, obtenir à la fois le côté c, et l'apothème a, 
du polygone régulier d'un nombre de côtés double, inscrit au même cercle 
(ce qui donne le côté du polygone circonscrit coiTespoodaiit sans nouvelle 
racine carrée), par la métliotle suivante. 

Dans la figure 170, soit C le point où le rnyon OC prolongé coupe la 
circonférence. Le triangle ACC est rectangle et donne (123, remarque) 

AC-AC = CC/-AH — 2R X I = Rc. 

et d'autre pari, 

AC' + AC- = CC'^ = 4R=- 

Mulliplions la première égalité par par 2 et ajoutons à la seconde : 

il vient 

AC' + AG'^ + 2 AC-AC = (AC + AC')^ - 4R' +2Rc. 
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Si, après avoir multiplié la première égalité pai' 2, non 
! la seconde, nous obtenons 

ÂC^ + ÏC'' — 2 I^G-KC = (AC - AC)a = 4 R^ 

DoncAC — AC= i/iW~2ttc^ 2\/rU — ^V 



1 ajoulanl el re trancli.ini membre à memlire, ces deux égalités donner 



4c = y'B(n + |)-^i.(R-|);AC. = y/a(R + |)+y^n(ii-î), 

ce qui résout la question, puisque AC est égal au côté cterché c, et AC', 
(îôuble deriipotliènte«i. 

On voit que nous avons appris ti calculer les cordes des moUiés dei deux 
lires quHnierce-pie uw corda donnée mr luie circonférence de rayon donné. 

182. Méthode des isopérimctrcs. — On peut présenter la 
méthode précédente sous une forme un peu différente. 

Le problème consiste, en effet, à calculer le rapport du périmètre 
p d'un polygone régulier au rayon r du cercle circonscrit et à l'apo- 
thème a ou rayon du cercle inscrit, et cela, pour des polygones dont 
les nombres de côtés augmentent indéfiniment. Mais il est tout àfait 
indifférent que les polygones que l'on considère successivement 

soient ou non inscrits au même cercle, puisque les rapports -■ et - 

ne dépendent que du nombre des côtés du polygone (163). 

Dans la méthode des isopérimètres, on considère des polygones 
réguliers dont le nombre de côtés double indéfiniment et qui ont 
même périmètre. On a donc à résoudre le problème suivant : 

Problème. — Connaissant le rayon r et l'apothème a d'un polygone 
.réyulier, calculer le rayon r' et l'apothème a' du polygone régulier 
d'un nohihre de côtés double, isopérimèlre au premier. 

Soit AB (fi). 171) le côté du polygone régulier de n côtés inscrit 
aa cercle de rayon OA = i'. Abaissons sur AB la perpendicnlaire 
OH = a, et prolongeqns-la jusqu'à rencontre avec la circonférence au 
point C, milieu de l'arc AB. Joignons AC et BC et soient A',B' ies 
miUeux de ces deux droites, la droite A'B' coupant OC au point H'. 

GÉltlllLTEIH. 12 



y Google 




178 GÉOMÉTIIIE. 

A'B' est le cdlé d'un polygone régulier de 2n côtés inscrit au cercle d<: 

rayon OA'. 

En effet, puisque l'angle AOB intercepte sur la circonférence 

de rayon OA un arc égal à la 

II'"" partie de la circonférence, 

l'angle Â'OB', qui en est la moitié 

(puisque A'OC est la moitiù de 

AOG et B'OC la moitié de BOC), 
interceptera sur la circonférence 
de rayon OA' un arc égal à la 'i,n""'= partie de celte circonférence. 
Ce polygone est isopérimètre au premier. 

Car le côté A'B' de ce polygone, .joignant les milieux de AC et de 
BC, est moitié du côté primitif AB, alors que le nombre des côtés est 
double. 
Les longueurs cherchées »■' et a' sont donc OA' et OU'. 
Or H' est le milieu de CH, de sorte qu'on a 

OH' — OH =; OC— OH', 
Ceci s'écrit 

20H'z^OC + OH on 011' = ^^^^-^. 

Autrement dit, OH' esl moyenne arithmétique antre OC et OH. 
D'autre part, le triangle rectangle OA'C donne 



OA' = v'OC X OH'. 
Autrement dit, OA' est moyenne géométrique entre OC et OH'. 
Donc on calculera a' par la formule 

puis r' parla formule 

/ =^ \V«'. 
En répétant celte double opération, on obtient des valeurs do r et 
de a pour des polygones de nombres de côtés de plus en plus grands. 
Les rapports de ces quantités au demi-périmètre commun des poly- 

1 
gones donneront des valeurs approchées de -, les unes par défaut, 

les autres par excès et de plus en plus approchées. 
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Supposons, pour simplifier, le périmètre coininuii des polygones 
égal au double de l'unité de longueur et prenons, pour le premier 
d'entre eux, le carré. L'apothème de ce polygone sera la moilié du 

i 
côté, c'est-à-dire y et le rayon, égal au côté divisé par (/2, c'est-à- 

= — r. , les formules précédentes 

2v''2 

donneront des valeurs a' et / correspondant à l'octogone ; et ainsi 
de suite. 



1 1 

cisément a' =; 7 > )■' ^= ■ — = . Nous arrivons donc à la proposition 

suivante (théorème de Schwab) : 
Théorème. ~ informant une suite de nombres dont les deux 



moyenne arithmétique et moyenne géométrique entre les deux précé- 

1 

dents, les nombres ainsi écrits tendront vers — 

183. Les nombres a et )■, termes consécutifs de la suite précédente, 
étant approchés, l'un par défaut, lautre par excès, l'erreur com- 

1 
mise en adoptant !'un d'eux pour valeur approchée de - sera 

inférieiire à )■ — «. 
Or on a 

"-«■<^- 

Pour le démontrer, reprenons la figure 171 et portons sur OC une 
longueur OC = 0\' = r'. Le segment C'H' représentera r' — a'. Or 
les deuxangles (ÎA'H', G'A'C sont égaux; car ils ont respectivement 
pour mesures, dans la circonférence O.V, les moitiés des arcs égaux 
C'B', A'C (l'un comme angle inscrit, l'autre comme angle formé par 

(I) Ces nombrea correspondent & la division ds la drcouférence en deux parties ésales. Las 
poiats de division étant A et B, le 
polygone régulier de deux côtés, don 
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une langente et iine sccante). Le théorème de la bissectrice (115) 
montre alors que les segments H'C, C'C sont entre eux comme H'A', 
A'C. Donc H'C est plus petit que la moitié de H'C, égale au quart 

de CEI ou à — -, — , 
4 

Or les deux premiers ternies de 3a suite de Schwab donnent 
1 
r — a = -■ Donc l'erreur commise en prenant, pour valeur appro- 
chée de -1 le terme qui occupe le rang 2n dans cette suite, est 

inférieure à 

_l 1 

2x4" ^2'"+'' 

184. Le géomètre grec Arckiméde, qui, le premier, a défini et 
évalué ia longueur de la circonférence, trouvait, par la méthode, des 
périmètres, !a valeur, approchée par excès à moins do un centième 
près, 



On ne peut, d'ailleurs, obtenir que des valeurs approuhées de -k 
et jamais la valeur exacte; car on démontre que ce nombre est 
incommensurable , c'est-à-dire qu'il n'est égal à aucun nombre 
entier ni à aucun nombre fractionnaire. 
Les premières décimales de la valeur de it sont(') 
7( = 3,14159265;{... 
1 



et celles de - 






- = 0,3183098... 






On uliHse souvent, pour u, la valeur 






3,1416, 






approchée par excès. 






(1) Ceita valent de 7C n'a pas été ol)tenue par les méthodes qus nous 
nUément ces d-Soiinalos à Vaide du vara suivant : 


infini'iéai 


d'eîpDser, 


Que i'aimo k faire apprendre un nombre utile aux t 
3 1119 a as S 3 


iagBS, 




daoa lequel les nomltroB àe lattros des difféienla mots donnent les c 


;hiffro3 E 


lucoessifs d 
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Le problème célèbre de la guadralure du cercle revient [ainsi que 
nous le verrons plus loin) à, construire une droite égale à !a lon- 
gueur d'une circonférence dont le rayon est donné. Il est impossible 
de résoudre ce problème en ne se servant que de la règle et du 
compas. Cette impossibilité.qui ne découlerait pas nécessairement (') 
de l'incommensurabilité de tt, a été également démontrée (^). 

EXERCICES 



c des polygones réguliers égaux entre eux. 
qu'avec trois sortes de polygones réguliers. 



179. Construire un penlago 

180. Dans un pentagone régulier, deux diagonales qui n'aboutissent pas au mCmo 
sommet se divisent inuluellement en moyenne et extrême raison. 

IBl. Le triangle rectangle qui a pour cOiés de l'angle drait les côtés des deux 
décagones réguliers inscrits à un cercle, a pour hypoténuse le côté du triangle 
équilaléral inscrit à ce même cercle. 

I8i. Même proposition pour le décagone convexe, l'hexagone et le pentagone 
tonvese ; — pour le décagone étoile, l'hexagone et le pentagone étoile. 

183. Si, sur les côtés d'ui 
construit 6 c 



e régulier 



a obtenues, au n' )80 et au n" 181, pour 



185. Trouver le rayon de la circonférence sur laquelle l'arc de 18' 15' a une 
longueur de a mètres. 

186. Sur le rayon OA d'une circonférenue comme diamètre, on décrit une seconde 
circonférence. Soient B et C les points où les ileux circonférences sont coupées par 
un même rayon issu du centre de la première. Montrer que les arcs AB, AC ont 
même longueur. 

187. Si deux circonférences sont tangentes intérieurement à une même troisième 
et que la somme de leurs rayons soit égale au rayon de cette troisième, l'arc de 
celle-ci, compris entre les points de contact, est égal à la somme des arcs des circon- 

|l] Par eïsmple, La disgonala d'un caiTé ast inooinmensnrahlo avec son o6té, quoiqu'on 
puisse aisément construire l'un, coanaîssant l'autre. 

(2) Le théorèiUB de l'incommensurabilité de n est iû à l:an]beri (1710). Quant i. l'imposBi- 
liilité de la quadrature du cercle, c'est M. Lludeniann, qui l'a démonlréo, an I88S, car la 
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s compris entre leur point de rencontre le plus rapproché de la 
grande circonférence et cea niÊoies points de contact. 

188. La somme des côtés du carré et du triangle équilatéral inscrits donne une 
valeur approchée de la demi-circonférence. (Limite de l'erreur: un centième du 
rayon.) 

189. Le périmètre du triangle rectangle i]ui a pour côtés de l'angle droit les - et 

les - du diamètre donne une valeur appi-ochéc de la oirconrérence. (Limiie de 
l'erreur: un diï millième du rayon.) 



PROBLÈMES 



190. Étant données deuK circonférences concentriques, mener une droite sur 
laquelle ces circonférences interceptent deux cordes dont l'une soit double de 
l'autre. 

191. Sur les côtés AB, AC d'un triangle, on prend, en sens inverse, deux longueurs 
égales BD =; CE. La droile DE est divisée par BC dans le rapport inverse des côtés 
AB, AC. 

102. Soient AA' les points de contact d'unelangente commune à deux circonférences 
données; SI,M' deux points d'intersection de ces circonférences respectivement avec 
une parallèle quelconque à AA'. Lieu du point d'intersection de AU, A'M'. 

103. Les eûtes d'un polygone restent respectivement parallèles à des directions 
fixes, pendant que tous les sommets, sauf un, glissent sur des droites données. Quel 
est le lieu du dernier sommet! (Ex. 1Î4.) 

19i. Inscrire, dans un polygone donné, un polygone dont les côléa soient 
parallèles à des droites données. — Le problème peut-il être indéterminé 7 

195. On diîise les hauteurs d'un triangle dans des rapports donnés et, par chaque 
point de division, ou même une parallèle au cûlé correspondant. Trouver le rapport 
de similitude du triangle ainsi forme et du triangle primitif. 

196. Soient a, 6, c les symétriques d'un même point quelconque du plan, par 
rapport aux milieux des eûtes BC, CA, AB d'un triangle. Les droites Aa, B6, Ce 
concourent en un même point P. Lorsque le point varie en décrivant une figure 
quelconque, le poiut P décrit une (Igure homothétique de la première. 

197. Par les trois sommets d'un triangle, on mène trois droites concourantes en 
un même point ; puis on pi'end la symétrique de chacune d'elles, par rapport à la 
bissectrice de l'angle du triangle qui a, pour sommet, le sommet dont elle est issue. 
Montrer que ces trois nouvelles droites sont également concourantes en un certain 
point 0'. 

Montrer que cet énoncé subsiste lorsque les droites primitives, au lieu d'être 
concourantes, sont parallèles et que, dans ce cas, le point 0' est sur le cercle 
circonscrit au triangle. 

Déduire également, du même énoncé, que les trois hauteurs d'au triangle so 
coupent en un même point. 
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198. ABCD est un losange circonscrit à un cercle : démoairer qu'une tangente 
mobile MN intercRpte, sar les côtés adjacents AB,CB, deux segments AM,CN dont le 

1S9. Si, par un point A pris dans le plan d'un cei-clB, on mène à ce cercle une 
sécante variable AMM', les droiies qui joignent M, M' à l'une des e'itrémttéa du 
dianiÈti-e qui passe par A intercepleni, sur laperpendiculaireen A à ce diamètre, 
deux segments dont le produit est constant. 

auO. Une tangente commune intérieure à deuï circonférences divise une tangente 
commune extérieure (et celle-ci divise extérieurement la première) en deux segments 
dont le produit est égal au produit des rayons. 

Le segment intercepté, par les tangentes communes intérieures, sur une tangente 
commune extérieure, a même milieu que cette tangente commune extérieure et 
même longueur qu'une tangente commune intérieure. 

301. Un triangle rectangle a pour sommet de l'angle droit un point lise A, 
pendant que les deux autres sommets B, C restent constamment sur une circonfé- 
rence fixe 0. Trouver : 1' le lieu du milieu de BC ; a» le lieu de la projection du 
pointAsur BC. 

int un câté, la hauteur correspondante et le 

a triangle, connaissant deux médianes et une hauteur (deuï cas). 



aOa. Calculpi le' diigDnales dun trapèze, connaissant leï quatiecot^s 

306. Étant dinne- une iiiconféience et deu\ pomts A B tn ei ui 
parallèle à AB tellp, que les droites joignant respectivement ses e 
points A, B se coupent sur la uicontéi ente 

207- Par les extiumilés A, B d un diamétrn d un wrcla, on mené deux coraHs AC 
BD sa coupant en P à 1 mttneur du cercle Démontrer qu on -i 
ÂB* = AC.AP-FBD. BP. 

208. Par deux points ftxes A, B, on mène une circonférence variable et, par un 
point fixe G en ligne droite avec A, B, les tangentes à cette circonférence. Lieu du 
milieu de la droite qui joint les points de contact. 

200. Traceravectrois pointa donnés comme centres, trois cerclesorthogonaux deux 

310. Étant donnés une circonférence, deux points A, B sur cette courbe et une 
droite quelconque, trouver sur la circonférence un point M tel, que les droites MA, 
MB interceptent, sur la droite donnée, un segment divisé dans un rapport donné par 
un point donné de cette droite. 

ail. Sur les eûtes AB, AC, BC d'un triangle comme bases, on construit trois 
triangles isoscèles semblables ABP, ACQ, fiCR ; les deux premiers extérieurement au 
triangle donné, le troisième au contraire du même cdté de BC que ce triangle (ou 
l'inverse). Montrer que APQR est un parallélogramme. 

212. Une figure varie en restant semblable à elle-même, de manière que (rois 
droites non concourantes appartenant à cette figure passent chacune par un point 
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fixe. Démontrer : l*(|ue toute aulre droite de la figure passe égalemf;nt jjLir un 
point fixe ; 3* que tout point de la flf;ure décrit une circonféreace. 

213. Conelruire un quadrilatère semblable à un quadi'ilatère donné et dont li:s 
côtés passent par quatre points donnés. 

Le problème peut-il être indétermiiiéî Trouver, dans ce cas, le lieu des points 
d'intersection des diagonales des dilTérents quadrilatères répondanC ù la question, 

314, Une figure tarie en restant constamment semblable â elle-même, de manifeve 
que trois points de cette figure décrivent chacun une droite. Montrer qu'un certoin 
point de la figure i~este fixe. En déduire que tout autre point décrit une droite. 

ai5. Étant données deux figures semblables et de même sens, trouver le lieu 
des points tels que, si on les considère comme appartenant à la première figure, 
la droite qui les joint à. leure homologues de ia seconde passe par un point donné. 

216, Mener, par un point donné 0, une sécante OMN qui intercepte sur deux 
drJDites données, à partir de deux points donnés A, B de ces droites, deux segments 
AM, BM de rapport donné. 
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COMPLÉMENTS DU LIVRE III 



CHAPITRE PREMIER 
SIGNES DES SEGMENTS 

185. Nous avons, jusqu'ici, mesuré les segments de droites par 
des nombres essentiellement positifs. Il est avantageux, lorsque l'on 
a à comparer des segments situés sur une même droite, de leur 
faire, au contraire, correspondre des nombres tantût positifs, tantôt 
négatifs, d'après une convention que nous allons faire connaître ('). 

Sur la droite considérée X'S [fig. "172), nous choisirons, une fois 



pour toutes, un cerlaîn sens, dit, sens positif, par exemple le sens 
X'X, marqué par la flèche sur la figure 172. A un segment quelconque 
\B, nous ferons correspondre le nombre gui mesure sa longueur, pré- 
cédé du signe -j- si ce segment est dirigé dans le sens positif, du signe — 
s'il est dirigé dans le sens opposé. 

Il est h remarquer que le signe d'un segment dépend essentielle- 
ment de Tordre dans lequel on énonce ses deux extrémités : on a 

AB = ~ BX. 

186. La convention précédente permet d'écrire certaines relations 
sous une forme indépendante de la disposition des points que l'on 
considère. 

Par exemple, A, B, C étant trois points en ligne droite, BC est égal 
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à la somme ou à la (.liffôrciice de ÂB et de AC, suivant l'ordre dans 
lequel se suivent les trois poinls. Lorsqu'on évalue les segments en 
grandeur et en signe, ces différentes relations sont remplacées par 
la relation unique 

(1) AB + BC + CA=o 

qui a lieu, quelle que soit la disposition dos points. 

En effet, si, en suivant la droite ABC dans le sens positif, on 
rencontre ces points dans l'ordre A,B,G (comme dans la figure 172), 
les segments AB, AC, BC sont positifs et on a (') AC = AB -|- BC, ce 
qui équivaut à la relation (1). 

Or, cette relation ne change pas si l'on permute entre eux deux 
des points ; par exemple, en échangeant B et C, on a l'égalité 

AC + CB + BA = 

qui est équivalente k la précédente, laquelle est par conséquent 
vraie si l'ordre des points est A, C, B. 

D'ailleurs, on sait (^) que, par une suite de permutations succes- 
sives, on peut changer l'ordre d'une façon quelconque. Donc la 
relation (1) est toujours vraie. 

Cette relation se généralise immédiatement à un nombre quel- 
conque de poinls en ligne droite. Par exemple, cinq points 
A, B, C, D, E d'une mémo droite X'X donnent bien l'égalité 

AB + BC -I- CD -H DE -^ EA = 0. 

Pour îe démontrer, observer que la relation en question est 
démontrée pour le cas de trois points. Il suffit donc d'établir que si 
cette relation est vraie pour un certain nombre de points, elle est 
vraie pour le nombre immédiatement supérieur. Nous pouvons donc 
la supposer établie pour le cas de quatre points et écrire 

AB + BC + CD + DA = o. 

D'autre part, les trois poinls A, D, E donnent 

AD + DE + CA = 0. 

(1) Laseginsnt ACestdit la n-s^i/iniiia des segments AB,BC (cf. Eourlel, £f ton s d'Algèbre. 
inlrodiiolion). 
(î) TsLnery, Leçons d: Arithmétique, eli. ii, n" 71. 
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En ajoutant, les deux termes DA -|- AD se détruisent et il vient 
l'égalité annoncée ('). 

187. Prenons sur la droite X'X un certain point fjxe [fig. 172). 
Nous déterminerons alors un point quelconque A par le segment OA, 
compté en grandeur et signe. Ce segment se nomme Vabscisse du 
point A, rapportée a l'origine 0, Il est évident que la connaissance 
de labscisse en grandeur et signe détermine, sans aucune ambi- 
guïté (1), la position du point A. 

Deux points A et B étant donnés par leurs abscisses, rapportées à 
la même origine 0, la distance AB est donnée par 



AB ^ OB - 



OA, 



l'équation (1) du numéro précédent. 
CA 



quation équivalente à 

188. Un pointe ôlanl pris sur ladroiteAB, le rapport ^ est négatif 
C est extérieur au segment 



si le point C est entre A et B, et pi 
ABC). 

D'après cela, il n'y a qu'un point qui divise un segment donné 
dans un rapport donné en grandeur et en signe. Si les points C et D 
sont conjugués harmoniques par rapport à un segment AB, les 



rapports 



CA 
CB^ 



sont égaux et de signes contraires. 



189. Soit le milieu du 
segment CD f/îg. 173), dont 
les extrémités sont conju- 
guées harmoniques par 
rapport au segment AB. 
On a 

ÔC' — OA. OB. 

En effet, déterminons les 
points A, B, C, D par leurs 

C 
abscisses rapportées à l'origine 0. L'égalité -; 




CA DA 


OC-OA 


n» - 


-rin 


CB-DB 


OB-OC 


^OB- 


-ou 


aAlgébi-e, eh. 
<f Algèbre, ch. 


i"S: 
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Nous aurons un rapport égal aux précédents en faisant la somme 
des deux derniers numérateurs et la somme des deux derniers 
dénominateurs, et un autre en formant les différences de ces mêmes 
termes. En remarquant que OD = — OC, nous obtenons ainsi 

CA_DA_20C_20A 
CB^DB~20B~20C' 

On a donc bien le théorème suivant : 

Théorème. — La moUiéd'un segmentde droite est moyenne propor- 
liontietle entre Us distances du milieu de ci; segment à deux points qui 
le divisent hai-moniquement. 

Noua vojons, de plus, que la valeur commune des rapports ~ et 

-— est égale à la valeur commune des rapports — -^ et j^tt . 
OL LU Un 

Réciproqne. — Si, à partir du milieu d'un segment OD, on porte, 
dans le même sens, deux longueurs OA, OB ayant povr moyenne 
proportionnelle la moitié du segment, les points A ei B divisent 
harmoniqiiement le segment donné CD. 

Car les rapports égaux -^ — -r-^ v. 

soustraction des numérateurs et des dénominateurs, les rapports 
égaux aux premiers 

OA — OC _ OA + OC 
OC — OB " OB + OC 
ou, en tenant compte de l'égalité OD ^= — OC, 
_CA_M 
CTi^DB" 

Corollaires. — Si deux segments sont conjugués harmoniques, le 
cercle décrit sur le premier comme diamètre coupe à angle droit tout 
cercle passant par les extrémités du second {fig. 173). 

Car le carré du rayon du premier cercle est égal à la puissance de 
son centre par rapport au second cercle. 

Réciproquement, quand deux cercles se coupent à angle droit, tout 
diamètre de l'un est divisé harmoniquement par l'autre. 
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190. I.{)rsque deux droites seront parallèles, nous adopterons, en 
général, le môme sens positif sur toutes deux. 

Moyennant cette convention, nous pouvons dire que le rapport 
des segments BC, DE, interceptés par un même angle sur deux sécantes 
parallèles, est égal, en grandeur et en signe, au rapport des segments 
AB, AD, que ces parallèles ititerceplent sur l'un des côtés de l'angle 
(/(3.11b, 116, 117, n°U7}. 

Cette égalité a été démontrée, en ce qui regarde les valeurs abso- 
lues, au n" 117, D'aillleurs les deux rapports ont le même signe: les 
segments BC, DE sont de même sens {/ig. 115, 116) ou de sens 
contraires {fig. 117) en même temps que les segments AB, AD. 

Soient, en particulier, deux figures homolhétiques : il y a évidem- 
ment Heu de considérer le rapport de similitude comme positif ou 
comme négatif, suivant que riiomotliétieest directe ou inverse. Dès 
lors, le rapport de similitude est égal, en grandeur et en signe, au 
rapport de deux lignes homologues quelconques. 

191. La convention de signe faite au n" 133, relativement à la 
puissance d'un point par rapport à un cercle, n'est qu'un cas 
particulier de celle que nous venons d'indiquer. 

En effet, sur la sécante ABB' {fig. 128 et 129, n" 131) menée du point 
"A à, la circonférence 0, choisissons un sens positif quelconque. Les 
segments AB, AB' sont de même sens on de sens contraires suivant, 
que le point A est extérieur ou intérieur au cercle : leur produit est 
donc positif dans le premier cas, négatif dans le second ('). 

EXERCICES 

917, Quand quatre points A,B; C, D forment ime division Imrmoiiiqiie, on a (en 
grandeur et signe) lj = ^-|-^. 

218. Gomment peut-on modifier l'énoncé du théorème de Stewart (n" 127), pour 
qu^il devienne indépendant de l'ordre des poiuts B, G, D {notation du n" 127j sur 
la droite qui les contient? 

Démontrer directement l'énoncé ainsi modifié lorsque le point A est sur lit 
droite BCD. En déduire l'énoncé général. 

219. Démontrerdirectement les corollaires du n- 189. En déduire les tliéorémes du 
mémo numéro. 

330. Si, dans le théorèmu du n" 116, on fait varier le rapport donné, les points A 
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el B {notation du n* 116} restant Axes, les différents cereles ainsi trouvés ont môme 
axe radical. Leurs points limites sont les points A el B. 

En déduire la solution du protilème suivant : trouver, sur une droite ou sur un 
cflrcle iJonné, la position que doit occuper un point M pour que le rapport de ses 
distances à deux points donnés soit le plus grand ou le plus petit possible. 
(Construction tout analogue aus constructions du n- 1B9.) 

321. Trouver un segment qui divise havmoniquement deux segments donnés. 
Le problème est-il toujours possible? 
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c: H A P I T R E n 



TRANSVERSALES 




192. Théorème. — Si les côtés BC, CA, AB d'un triangle ABC 
{fig. 174) sont rencontrés par une mime droite en a, f?, c, on a, entre les 
segments ainsi détei'minés sur 
ces côtés, la relation 

^^> «c b.\ cB - ^■ 

Pour le démontrer, me- 
nons, par les trois sommets 
du triangle, jusqu'à, rencontre 

avec la transversale, trois droites parallèles aune même direction 
quelconque, sur lesquelles nous adopterons le même sens positif. 
Soient a, p, y les distances des sommets à la transversale, comptées 
sur les parallèles en question : on aura 

«C~y' 
bC__y 
b\.~l 
c_k_ a 
cB-^^' 
6C cA_ 
^ ' i-A ' cB ~ 



â -p = — , o'ost-à-dirs an thÉorôma du n> 114. Si flous eûtes AB, AC dn tcianKle deven 
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193. Réciproque. (Théorème de Ménélaus.) — Si, sur les côtés 
BC, CA, AB d'un triangle ABC, on prend trois points a, 6, e vérifiant 
(a relation 

^ ' aC bk cB 

ces (rois points sont en ligne droite. 
Car la droite ab coupe le cOté AB en un point c' LeI que 

aC' bK c'ïi~ 
Colle égaillé, comparée avec la précédente, montre que 



et, par suite, que les points c et c' coïnciclenl. 

c. Q. F. u. 

Remarque. — Ce théorème revient, au fond, à celui que noi 
avons démontré au n" 144. On peut, en effet, trouver trois longueui 
a, p, y (comptées en grandeur et signe) telles que l'on ait : 



vertu de la relation (2), 




cIJ " (i 
DÈS lors, trois figures homo- 
thétiques deux à deux, dans 
lesquelles A, B, C seront trois 
points homologues et a, p, y 
trois segments homologues, 
auront a, b, c pour centres 
de similitude. 

194. Ce théorème sert à 

démontrer que trois points 

sont en ligne droite. 

ExiSiiPLE I. — Les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère 

complet sont en ligne droite. 

Soit le quadrilatère complet ABCDEF [fig. -173) dont les diagonales 
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AB, CD, EF ont pour milieux L, M, N. Considérons le triangle ACE, 
formé par trois des côtés du quadrilatère et soient a, c, e les milieux 
de CE, EA, AC. La droite ce est parallèle à CE et passe par le point L; 
la droite ea est parallèle à ËA et passe par le point M ; la droite ac 
est parallèle à AC et passe par le point H. Ponr démontrer que L,H,N 
sont en ligne droite, il nous suffira de prouver la relation 

Le Me Na 

Le Mfl 



-=1. 



Or les parallèles her, BCE donnent 



Ne FA 

Or le prodiiitdes trois seconds memliros 
BE DA FC 
BC ■ DE ' FA 
est bien égal à 1, puisque les points B, D, K, pris sur les côtés du 
triangle ACE, sont en ligne droite. 

195. Exemple II. — Si les sommets de deux triangles abc, a'b'c' se 
correspondent de manière 
que les droites aa', bb', 
ce', qui joignent les som-- 
mets correspondants, se 
coupent en un même point 
: les points de rencontre 
des côtés correspondants 
sont en ligne droite. 

Soient / {fig. 176) le 
point de rencontre de 
&c, b'c'\ m, le point de 
rencontre de ca, c'a'; n, 
le point de rencontre de 
ah, a'b'. Il s"agit de prou- 
ver que /, m, n sont en 




igné droite, autrement dit que lo 
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Or, le triangle ahc, coup6 par la Iransvcrsale We', donne 
Ih c'c b'o 

fc' c^'o' irb~' ' 

De même, les triangles oca, oab, coupés respectivement par les 
transversales mc'a' , na'b' donnent 



na b'b o^_ 
nb b'o aa 

En multipliant membre à membre, les facteurs aa, b'b, c'c, a'o, 
b'o, c'o disparaissent, et l'on obtient la relation demandée. 



Deux triangles tels, que les droites qui joignent les sommets cor- 
respondants concourent en ua même point, sont dits homologigues. 
196, Exemple 111 (Théorème de_Pascal). — Dans loul hexagone 




inscrit à un cercle, les points de concours des cùtés opposés sont en 
ligne droite. 
Soit l'hexagone ABCDEF (yî^. 177) dans lequel les côtés opposés 
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AU, DE se coupent en L, les côtés BC, EF en H, les cî»tésCD, FA en 
N. Considérons le triangle IJK formé par les côtés AB, CD, EF, autre- 
ment dit par les côtés de l'hexagone donné, pris de deux en deux. 
Les points L, M, N sont respectivement situés sur les cùtés 
JK, Kl, IJ de Cû triangle. Ces points sont en ligne droite si l'on a la 
relation 

^ ' LK MI N.1 

Or, si nous coupons successivement le triangle IJK par chacun des 
côtes restants DE, BC, FA de l'hexagone, nous obtenons les relations 

U EK I>I_ 
LK EIDJ" ' 
^ Cl BJ _ 
MI CJBK~ ' 
NI AJ FK__ 
NJ ' ÂK ' fT ^' ■ 

Multiplions membre à membre ces trois égalités : nous pouvons 
écrire, en groupant convenablement les facteurs au numérateur et 
au dénominateur, 

LJ MK NI Cl -PI AJ-BJ EK-FK _ 
LKMINJEI-Frcj-DJAK-BK" ' 

Or, chacune des trois dernières fractions qui figurent au premier 
membre est égale à 1. Par exemple, les produits CLDI et EI.FIsont 
égaux comme produits de segments interceptés par le cercle sur des 
sécantes issues du point I. 

On a donc la relation [3) ei le théorème est démontré. 

Remarque. — La démonstration précédente subsiste lorsque les 
points A, B ; G, D ; E, F viennent se confondre deux à deux, les côtés 
du triangle IJK étant alors tangents au cercle. Le théorème devient 
alors le suivant : Les tangentes menées par les sommets d'un triangle 
au cercle circonscrit coupent lescâtés correspondants en troîsjioints en 
ligne droite. 

197. Théorème. — Si, par les sommets d'un triangle A'BC{fig. 178), on 
mène les droites Aa Bb, Ce concourantes en un même point 0, ces droites 
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coupent respectivement les côtés BC, CA, AB en trois points a, l>, c tels 
que l'on ait la relation 

(4) oB *G cJl __ 

aC' ù\' cB ~ 

En cffat, le triangle AoC, coupé par la transversale B06, donne (') 
Jia bC OA , 



le Irianf^ie AoB, coupé par la transversale 
Ce, donne, 

C« a OA _ 

CB ' cA' 0« ~ 
Divisons membre à membre : ie rapport 




OA 

-— • disparait, et il vient : 

«B 1>C cA GB 



ce qui équivaut à l'cgalité (4), puisque CB — — BC, 

198. Réciproque (Théorème de Céva). — Si, sur les côtés d'un 
triangle ABC, on prend Irois points a, b, c tels que l'on ait la relation 



aC àk cK 
les droites Aa, Bô, Ce sont concourantes. 

Soit, en effet, le point de rencontre de Aa, Bô. La droite CO 
coupe le côté AB enun point c' tel que 

bC £A 
ftA ■ c'B ' 
Cette égalité, rapprochée de celle qui est donnée dans l'hypothèse, 

donne —- = -—. Donc les points c et c' coïncident. 

cB cB "^ 

c. Q, F. D. 
Si les droites Aa, Bh étaient parallèles, la droite Ce serait parallèle 

(I) Le raisonneroenl subsiste si le point est rejoté à l'inlini. e'eat-à-dipo si les trois droites 
Ao, BA, Ce sont parsiièlea. Nous svons ru, en sffst, que le ibèorème du n» 193 eulisislai! pour 
uae transversale pacallèla à I'uq des cfit^s da tiiangle. 
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aux premières eL les trois droites devraient être considérées comme 
concourant à l'infini. 

Ce théorèmesertàdémontrer que trois droites sont concourantes. 

Exemple. — Les médianes d'un triangle sont concourantes. 

Car si a, fi, c sont les milieux des côtés du triangle, les rapports 
ûB èC cA 

-? ' n ■ *D s»"* égaux h—\. 
aC bk co 

On montrerait d'une façon analogoo que les bissectrices des 
angles d'un triangle sont concourantes ; etc. 

EXERCICES 

933, Déduire le tliâorème de Méiiélaiis, dans Je cas où tous les fiointsde itivisioii 
soni extérieurs, de ce fait que les trois cercles qui, dans l'exercice 127, déterminent 
le point cherché, ont les mÉmes points d'intersection (n° 189). 

Sai. Une droite coupe les côtiis d'un triangle ABC en trois points a, b, c. On prend 
le symétrique de chacun de ceux-ci par rapport au milieu du côté sur lequel ii est 
situé. Montrer que les nouveaux points a', b', c' ainsi obtenus sont en ligne droite. 

Lorsque les points o, b, c sont les projections, sur les côtés, d'un point du cercle 
circonscrit (ex. 79), il en est de même des points a', b', c'. 

335. Le côté OAB d'un angle est fixe, ainsi que les points A, B pris sur ce côté 
pendant que le second côté OA'B' tourne auCour du sommet en entraînant les 
points A', B' pris sur ce c6té à des distances constantes de 0. Quel est le lieu du 
point d'intersection de AA', BB'? 

236. On lionne un angle et trois points A, B, C en ligne droite. Une transversale 
mobile menée par A coupe les côtés de l'angle en M, N, Lieu de l'intersection de 
BM, GN. 

Wi. Trois droites concourantes issues des sommets d'un triangle ABC coupent les 
côtés opposés en a, b, c. On prend les symétriques a', 6', c' de ces points par rapport 
auK milieux des côtés sur lesquels ils sont situés. Montrer que ka', Bi', Ce' sont 

d'un triangle aux points de contact des 
Durantes. 

aî9. A'B'C est le triangle déduit de ABC en menant (comme au n' 53) par chaque 
sommet de celui-ci une parallèle au côté opposé ; a, b, c sont des points pris 
respectivement sur BG, CA, AB. 

Si A«, B6, Co sont concourants, A'a, B'6, Ce !e sont aussi. 



830. Si les droites Aa,BÈ. Ce sont concourantes et qu'on prenne les conjugués 
harmoniques de a,b,c par rapport aux côtés BC, CA, AB, sur lesquels ils sont 
situés, ces conjugués sont en ligne droite. 

Application : Aa, B&, Ce sont les bissectrices des angles. 

331. Si les droites Aa, hb, Ce al)outissant au»: côtés BC, CA, AB d'un triangle 
sont concourantes, et que la circonférence aie coupe à nouveau les côtés en a', 6', c', 
les droites Au', Rb', Ce' sont en 
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CHAPITRE III 
RAPPORT ANHARMONIOUE - FAISCEAUX HARMONIQUES 

199. Soient A, B, C, D quali'e points en ligne droite. On nomme 
rapport anharmonique de ces quatre points, et l'on désigne par le 
symbole (ABCD), le quotient du rapport des distances du point G 
aux points A et Bpar le rapportdes distances du point D aux mêmes 
points, soit : 

CA DA 
GB'DB' 

' CB-1)A' 

quent, le quotient de deux des produits qu'on peut former avec des 
segments joignant deux à deux les points donnés et n'ayant aucune 
extrémité commune. Elle dépend de l'ordre dans lequel on range 
les quatre points ; mais on Toit sans difficulté qu'elle ne change pas 
quand on échange enlre eux deux des points, pourvu qu'on échange 
également les deux autres. 

Si le point D s'éloigne à l'inruii, le rapport — tend vers 1 . Donc 

le rapport anharmonique des points (') A, B, C, =o est égal à — . 

Si les quatre points forment une division harmonique, les 

rapports — et — sont Égaux et de signes contraires, et le rapport 

anharmonique est égal à — 1. Inversement, il est clair que cette 
condition entraine la première. 

200. Théorôme. — Quatre droites issues d'un même point coupent 
une transversale quelconque en quatre jtoints dont le rapport anharmo- 
nique est indépendant de la transversale. 

(I) Comme en algèbre, le ajmhols 05 représenta l'infini. 
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Soient les quatre droites OAA', OBB', OCC, ODD' [fig. 179). Ces 
quatre droites étîint coupées par les deux transversales ABCD, 
A.'B'C'D', je disque 

G.\ _ DA _ C'\' _ D'A' 

GB"DB~C'B''D'B'" 

Pour le démontrer, menons par les points B,B' les parallèles 
Bcrf, B'c'<i' à OA ; la première coupant OC en c et OD en d, la 
seconde coupant OC en c' et OD en d' . 

On a 

CA__qA 

CB ~ cB 



•I 


0(1 


par 


lliïiS 


ion 










Ci 


DA 


(ff) 








CB 


■ db' 


"di' 




Ot 


1 aurait de mèi 


me 








C'A' 


D'A' 


,^B' 








cF' 


Wb' 


^?B' 




La relation de l'énoncé est donc démontrée, car les rapports 
— et -7^ sont manifestement égaux, les sécantes Bcrf, iVc'd' étant 
parallèles entre elles. 

Le rapport anharmonîque constant déterminé par les quatre 
droites sur une transversale quelconque est dit rapport anharmo- 
nîque du faisceau des quatre droites. 

L'opération par laquelle on passe des points A, li, C, D aux 
points A', B', C, D' appartient à la catégorie de celles qu'on nomma 
perspectives om projections centrales {^). 

La longueur d'un segment, AB par exemple, est altérée par une 
telle opération; les rapports mêmes de tels segments sont changés ; 
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mais nous voyons que le rapport anharmonique est conservé par 
une projection quelconque : le rapport anharmonique est projectif. 

201- En particulier, si les points G, D divisent harraonique- 
ment le segment AB, on obtiendra, en joignant les quatre points 
A, B, G, D à un méiiie point quelconque 0, un faisceau qui divisera 
harmonique ment une droite quelconque. Un tel faisceau est dit 
faisceau harmonique; ies deux rayons OG, OD sont conjugués 
harmoniques par rapport aux rayons OA, OB et inversement. 

Théorème. — Pour qu'un faisceau soit harmonique, il faut et il 
suffit qu'une parallèle à l'un des rayons soit divisée en deux parties 
égales par les trois autres. 

Car, dans la figure du numéro précédent, nous savons que le 

rapporlanliarmonique;^^:T-7- est égal h—-, lequel est égal à ^1 si 
Ll! DB cil 

le point B est le milieu de cd, et alors seulement. 

Corollaires. — I. Les deux droites 0M„ OMj {fig. 189, n" 151], qui 
constituent le lieu des points tels que le rapport de leurs distances à 
deux droites D, D' ait une valeur donnée^ forment avec celle-ci un 
faisceau harmonique. 

Car, dans' la figure 139, le segment M^Mj est évidemment divisé 
en deux parties égales par la droite D. 

Réciproquement, si deux rayons OC, OD sont conjugués harmo- 
niques par rapport à deux autres OA, OB, le rapport des dislances 
d'un point quelconque de OA aux droites OA, OB est égal au 
rapport des distances d'un point quelconque de OD aux mêmes 
droites ('). 

II. Les bissectrices des angles formés par deux droites déterminent 
avec elles un faisceau harmonique (115). 

Réciproquement, si, dans un faisceau harmonique, deux rayons 
conjugués sont rectangulaires, ils sont les bissectrices des angles des 
deux autres. 

Car si les droites OA, OB, OC, OD forment un faisceau harmo- 
nique, la parallèle Bcd au rayon OA est divisée eu deux parties 

(1) CbUo conclusion doit étrrj moaific-e ai l'on s égard aaz eigtiea (en cboiaiassnl un sens 
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égales au point B. Si donc OA et OB sont perpendiculaires, OB est 
perpendiculaire au milieu de cd et divise en deux parties égales 
l'angle cOd. 

202. Théorème. — Chaque diagonale d'un quadrilatère complet 
est divisée harmoniquemenl par les deux autres. 
Dans le quadrilatère complet ABCDEF {fig. 180), les diagonales CD, 




EF se coupent au point H; soit K le conjugué harmonique de H par 
rapport au segment EF. Les droites AE, AF, AH,AK forment un 
faisceau harmonique, et par conséquent le point L, où la droite AK 
coupe la diagonale CD, est conjugué de H par rapport au segment CD. 
Mais les droites BE, BF, BH, BK forment aussi un faisceau harmo- 
nique et le point L' oii BK rencontre CD est aussi conjugué de H par 
rapport à CD ; il coïncide donc avec L et la droite KL n'est aui.re 
que AB. 

203. Si, par un point pris dans le plan d'un angle, on mène une 
sécante variable, le lieu du conjugué harmonique du point donné 
par rapport au segment intercepté sur la sécante par les côtés de 
l'angle est évidemment une droite : à. savoir, le rayon conjugué 
harmonique, par rapport à l'angle donné, de celui qui joint le 
sommet de ce dernier au point donné. 

Cette droite est dite lupolaire du point par rapport à l'angle. 

Théorèine, — Si, par un point A pris dans le plan d'tm angle CBD 
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{{ÏQ. 18U), on miine dcïtx sécantes ADE, AFC et que l'on joigne deux à 
deux les points d'intersection C, D, E, F de ces sécantes avec les calés 
de l'angle, le Heu des points H où se coupent les droites CD, EF est la 
polaire du point A par rapport à l'angle. 

Car les droites BC, BD, BA, BH forment un faisceau harmonique, 
puisqu'elles divisent harmoniquement la droite EF, 

Ce théorème donne im moyen très simple de construire la polaire 
d'un point par rapport h un anj^le. 

EXERCICES 

2Zi. Si ileiiï faisceaux de quatre di-oilBs, les unes issues du point 0, les autres du 
point O', ont même rapport anharmoiiii)ue et un rayon honiiologiie coniiiuin(ln 
droite OC)')i les points de rencontre des autres rayons liomologues sont en ligne 
droite. 

239. Si, sur deux droites OABC, Ok'B'G concourantes en 0, ou prend d'une part 
trois points A, B, C; d'aufre part trois points A', B', C, tels que les rapports 
anharmoniquea OABC, OA'B'C soient égaux : les droites AA', BB', CC passent par 
un même point. 

sai. Quelle est la condition nécessaire et suffisante pour qu'on puisse consti'uire 
un parât léli^i'am me ayant ses côtés et ses diagonales respectivement parallèles à 
quatre droites données? 

335. On donne une droite xy et deux points A, B hors de cette droite. On joint un 
point M du plan au\ points A, B. Soient P, Q les points d'iniDi'seclion des droites 
MA, MB avec a^y. Trouver le lieu du point M' où se coupent les droites PB, QA, 
iorsque le point H décrit une droite donnée ? 

Examiner le cas où les droites AP, DQ, nu lieu de se couper en un point M sitiii! 
sur une droite donnée, sont parallèles entre elles. 

336. Si, par deus points qui divisent tiarmoniquemeiit un diamètre d'un cercle, 
on mène des perpendiculaires à ce diaméfre, ces droites sont coupées par une 
tangente quelconque en deux points tels que le rapport de leurs distances au centre 
est constant. 



y Google 



i'OLi:s KT pm.uiiEs DA^■s 



CriAPTTRR IV 
POLES ET POLAIRES DANS LE CERCLE 




204. Théorème. — Si, par un point a fris dans le plan d'un cercle, 
OH mène une sécante variable qui coupe la circonférence en M, N, le 
lieu du point P, conjugué 
hannonique de a par rapport 
au segment tiN, est une droite 

[fy. m). 

En effet, le milieu I de nP 
satisfait (189) à la relation 

ï^' = ÎM'IN. 
11 appartient donc à uoe 
droite lixe, l'axe radical du 

cercle donné et du point a *''û. '■ 

(136, Remarque). 

Le point P décrit une droite homothé tique 
rapport au point a, le rapport d'homotliétie étant égal à 2. 

Inversement, un point P quelconque de la droite ainsi déter- 
minée appartient au lieu si la ligne oP coupe le cercle (co qui a 
toujours lieu si « est intérieur). 

Cette droite, lieu du point P, est dite la polaire du point a par 
rapport au cercle, et celui-ci est dit le ]}dle de la droite, 

La polaire du point n est perpendiculaire à la droite qui joint ce 
point au centre du cercle, en un point H, situé du même côté du 
centre que le point n pI donné par la relation 

(o) Ofl-OH = R^ 

R étant le rayon du cercle. 



de cello-lîi par 
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Cette relation exprime, en effet, que les points «, H divisent 
harmoniqucment le diamètre situe sur la droite Oa. 

Les segments 0«, OH comprenant entre eux le rayon R, puisqu'il 
est leur moyenne proportionnelle, la polaire coupe la circonférence 
ou ne la coupe pas, suivant que le pôle est extérieur ou intérieur. 

Si le point a est extérieur au cercle, la polaire de ce point n'est 
autre que la corde de contact des tangentes menées par ce point. 

Car le raisonnement qui nous a servi à établir l'existence de la 
polaire reste vrai si la sécante «MN de la figure 181 devient 
tangente, les points M et N coïncidant tous deux avec le point de 
contaet T de cette tangente. Le point P est alors en T et la polaire 
doit passer par ce point. 

Lorsque le point a est sur le cercle, la définition de la polaire 
comme lieu géométrique cesse d'avoir un sens à proprement 
parler (') ; mais nous pouvons définir cette droite par la construction 
que nous en avons donnée en second lieu:. le point H coïncide, 
dans ce cas, avec a, et la polaire est la tangente en ce point. 

Le segment OH, tiré de la relation (b), est infini dans un seul cas, 
celui où le point a vient en 0, et la construction correspondante est 
en défaut dans ce seul cas. Il est d'ailleurs évident à p'iori que la 
polaire est rejetée à l'infini, puisque le point est le milieu de 
toutes les cordes qui passent en ce point. 

La même relation permet, inversement, de trouver le pfile 
connaissant la polaire. On abaissera du centre, sur cette droite, la 
perpendiculaire OH et l'on portera sur cette droite un segment Oa 
déterminé par la relation (5). Il n'ij a d'impossibilité que si OH est 
nul, c'est-à-dire si la droite est un diamètre, le pôle étant alors rejeté 
à l'infini, dans la direction perpendiculaire au diamètre. 

205. La propriété la plus importante de la polaire est la suivante : 

Théorème. — Si un point a est sur la polaire d'un point è, réci- 
proqwment celui-ci appartient à lapolaire dupoint a. 

(Les points a et 6 sont dits alors conjugués par rapport au cercle. 
Leurs polaires, c'est-à-dire deux droites telles que chacune d'elles 
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conlieiiiie le pôle de l'autre, sont dites également mijugnées). 
Le pointa (/Î3. '182) appartenant à la polaire de /., sa projection 
sur Ob est un point K tel que 
OK. 06 = R-. Soit H la projection 
de b sur Oa : le quadrilatère aH6K 
sera inscriptible à un cercle (le 
cercle décrit sur ab comme dia- 
mètre) et l'on aura 

OII-0« = OK-Oi = RK 
Donc H// est bien la polaire du 
point a. 



c.q. ] 




Remaeque. — Le théorème est ï-m. m. 

évident si la droite ab coupe le 

cercle, l'hypothèse et la conclusion exprimant la môme chose, à 
savoir, que le cercle divise ab harmoniquement, 

206. Le théorème qui précède permet de passer des propriétés 
d'une figure (F) à celles dune Jigure (F'), que nous allons définir et 
qui est dite la polaire réciproque ou con'élative de la première. 

Soit une figure (F), composée d'un nombre quelconque de ligues 
droites et de points ('). A chaque point « de cette figure, nous ferons 
correspondre une droite A, à savoir la polaire de « par rapport à un 
certain cercle, choisi une fois pour toutes et appelé cercle directeur. 
A chaque droite B de la iîgure (F), nous ferons correspondre 
un point b, à savoir le pOle de B par rapport au cercle directeur. 
Les droites A et les points b constitueront la figure (F'), polaire 
réciproque de (F). 

D'après le théorème précédent : 

Si la droite B de la figure (F) passe par le point «, le point 
correspondant b de la figure (F') est sur la droite A qui correspond 
^a. 

Par conséquent, si une droite de la figure (F) tourne autour d'un 
point fixe, le point correspondant de la figure (F') décrit une droite, et 
réciproquement : 

{1} La définition des figuras polaires réciproques s'élend, à l'aida da notions que nuua 
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Ou encore si trois droites de la figure (F") sont concourantes, les 
points correspondants de (F') sont en ligne droite, et réciproquement. 

207. Supposons, par exemple, que la figure (F) soit la figure du 
iiM95 (/(i/. 176), formée par deux triangles abc, a'è'c', tels que les 
droites aa',bh', ce' passentpar un même point 0. Les polaires A, B,C, 
A', B', C des points a, b, c, a\ b', c' formeront deux nouveaux triangles 
et, aux droites aa',bb',cc', correspondront les points d'intersection 
des eûtes A, A' ; B, B' ; C, C. Puisque les premières passent par un 
même point, les seconds sont en ligne droite. 

Inversement, tout couple de triangles dont les côtés se corres- 
pondent de sorte que les points d'intersection des côtés cor- 
respondants soient en ligne droite, peut être considéré comme 
la figure polaire réciproque d'un couple de triangles analogues 
à abc, a'b'c'. 

Or, nous avons démontré que les points d'intersection des cotés 
correspondants des triangles abc, a'b'c' étaient en iigne droite ; donc 
.les droites correspondant à ces points, — c'est-à-dire les droites qui 
joignent les sommets correspondants des triangles formés par 
A, B,C; A', B', G', — sont concourantes. Autrement dit la réciproque 
du théorème démontré n' 195 est vraie. 

208, Supposons maintenant que la figure (F) soit un hexagone 
inscrit au cercle et soient A,B, C,D, E, F {/ig. 183) les côtés do cet 

hexagone. Prenons pour cercle 

^ directeur le cercle circonscrit : les 

polaires des sommets de l'hexagone 

seront les tangentes en ces points, 

qui se couperont deux h. deux aux 

points a,b,c,d,e,f, pôles des cotés 

A,B,G,D,E,P. Ces derniers points 

seront les sommets d'un hexagone 

circonscrit au cercle. Inversement, 

tout hexagone circonscrit au cercle 

i'"i- 183. peut élre considéré comme polaire 

réciproque d'un hexagone inscrit. 

Or, nous avons démontré que, dans l'hexagone inscrit, les points 

de rencontre A,D; B,E; C,Fsonten ligne droite {196}. Nous avons 

donc le théorème de Brianchon : 
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Dans tout hexagone abcdef circonscTit à un cercle, les diagonales 
qui joignent les sommets opposés sont concourantes. 

De même, le cas limite relatif au triangle inscrit [a" 196, Remarque) 
nous donne : Dans tout triangle circonscrit àun cercle^ tes droites qui 
joignent chaque sommet au point de contact du côté opposé sont 
concourantes. 

209- Nous venons de trouver ce qui correspond, dans la figure (F'), 
à trois points en ligne droite ou à trois droites concourantes de la 
figure (F) : propriétés que l'on nomme descriptives, par opposition à 
celles où figurent des mesures de grandeur, et que Ton nomme 
métriques. Nous allons apprendre à transformer quelques-unes de 
ces dernières. 

Tout d'abord, si deux droites de la figure F sont parallèles, leurs 
pôles sont, avec le centre dit cercle directeur, sur une même droite (le 
diamètre perpendiculaire à la direction commune des parallèles), 
et réciproquement. 

Par exemple, nous aurions pu ainsi démontrer aisément le 
■tliéorème du n° 195, en prenant la figure polaire réciproque par 
rapport à un cercle directeur ayant pour centre te poiiit {/îg.il6). 
Aux points a, a'; b,b' ; c,c' auraient correspondu des droites paral- 
lèles deux à deux et formant par conséquent deux triangles 
homotliétiques, de sorte que les droites joignant les sommets 
correspondants de ces deux derniers triangles auraient été concou- 
rantes : d"où, en revenant à la figure primitive, la conclusion 
demandée. 

Plus généralement, l'angle de deux droites est égal à l'angle sous 
lequel le segment qui joint leurs pâles est vu du point 0, ou à son 
supplément. Car ces deux angles ont leurs côtés perpendiculaires 
[fis- 182). 

Transformons, par exemple, le tliéorème relatif aux hauteurs d'un 
triangle (liv. I, n" 53). Aux sommets a, b, c d'un triangle quelconque 
correspondront les côtés A, B, C d'un nouveau triangle. La hauteur 
abaissée du point a donnera, dans la nouvelle figure, un point situé 
sur A et, d'autre part, sur un rayon issu du point et perpendicu- 
laire k celui qui aboutit au sommet correspondant du nouveau 
triangle. 
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Les trois hauteurs du triangle abc se coupant on un môme point, 
nous avons (*) la proposition suivante : 

5i, par un point quelconque situé dans le plan d'un triangle, on 
mhie des droites perpendiculaires à celles gui joignent ce point aux 
trois sommets, ces droites coupent les côtés correspondants en trois 
points en ligne droite. 

210. Le rapport anharmonique de quatre droites D„ D^, D,, D,, 
concourantes en un point a, est égal à celui de leurs pôles d,, d;^, d^, d^ 
Car les deiis faisceaux lOrf,, 0d^,0d„0d^] et (D„ D^, D„ DJ sont 
égaux : ils se déduisent l'un de l'autre en transportant le premier 
parallèlement à lui-même de en a, puis le faisant tourner d'un 
angle droit autour de ce dernier point. lîs ont donc même rapport 
anharmonique. 

En particulier, ce théorème permet de transformer le rapport des 
distances du point d^ aux points rf,, d^. 11 suffit, en effet, de supposer 
que le point d^ soit à l'inlini. La droite D^ passe alors par 1 



d^d, 

' dTd' 



point ; donc le rapport 
des droites Dj, D^, D^, aO. 
2H. Théorème. — Si, parle point i 



jal au rapport anharmonique 

pris dans leplan d'un cercle, 
on mène à ce cercle deux sé- 
cantes (ïMN, aM'N' [fig. 184) 
et qu'on joigne deux à deux 
les points d'intersection H, 
îi,M',li' de ces sécantes avec 
le cercle, les droites de jonc ■ 
lion se coupent en deux 
pûintsH,K, dont le lieu géo- 
métrique, lorsque les sé- 
cantes tournent autour du 
point a, est la polaire de 
ce point. 
Soient, en effet, H le point 

d'intersection de MM', NN'; K le point d'intersection de MN', NM'. 

La droite HK coupe les cordes MN, M'N' aux deux points P, P', 
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conjugués harmoniques de a par rapport à ces cordes (202). lîlle est 
donc la polaire du point a. 

Ce théorème donne un moyen simple de construire la polaire 
d'un point par rapport à un cercle. Si le point est extérieur, il 
permet, par conséquent, de mener les tangentes issues de ce point, 
à l'aide de la règle seule. 

Si les deux sécantes se confondent, le lieu précédent devient 
celui du point de concours des tangentes menées aux extrémités de 
la corde MN, Mais ce lieu nous était déjà, connu (205), le point en 
question n'étant autre que le pôle de MM. 

212. Théorème. — A, B, C, D étant quatre points d'un cercle, le 
rapport auharmonique du faisceau obtenu en joignant ces points à un 
point quelconque M de ce cercle est indépendant de la position du. 
point M sur la courbe. 

Si, en effet, M et M' sont deux points du cercle, les deux 
faisceaux (MA, MB, MC, HD), (M'A, M'B, M'G, M'D) sont égaux, les 
droites qui les composent pouvant toujours être considérées (82) 
comme formant entre elles les mêmes angles avec les mêmes sens 
de rotation. 

Rekaeque. — Rien n'empâchc de prendre pour le point M l'un 
des points donnés, A par exemple. La droite MA serait alors 
remplacée par la tangente en A, et le raisonnement précédent 
subsisterait. 

Le rapport anharmonique constant dont nous venons de parler 
est dit rapjiort anharmonique des quatre points A,B, C, D sur le 
cercle. Lorsqu'il est égal à — 1, les quatre points sont dits former 
sur le cercle une division harmonique. 

Corollaire. — Quatre tangentes fixes d'un cercle déterminent sur 
une tangente mobile un rapport anharmonique constant. 

Car la figure formée par les quatre points d'intersection des 
tangentes fixes avec !a tangente mobile a pour polaire réciproque, 
par rapport au cercle donné, le faisceau (MA, MB, MC, MD) du 
théorème précédent. 

On nomme rapport anharmonique de quatre tangentes à un cercle 
le rapport anharmonique que ces tangentes interceptent sur une 
tangente mobile quelconque. Il résulte de notre raisonnement que 
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points deconlacl. 

213. Théorème. 



GliOMÉÏBie. 
e de quatre tangentes ■ 



Égal à celui du leurs 



n cercle 



Deux cordes conjuguées par rapport à 
divisent liarmoniquemenl ce cei'cle. 

Soieat les deux cordes AB, CD {fig. !8a) 
telles que CD passe par le pôle P de AB. Les 
droites AP, AB, AC,AD forment un faisceau 
harmonique, puisqu'elles divisent harmo- 
niquement la sécante PCD. Or, le rapport 
anharmonique de ce faisceau est celui des 
points A, B, C, D sur le cercle, puisque la 
droite AF esl la tangente en A. 

Corollaire. — i'S quatre tangentes menées 
au cercle par deux points conjugués divisent harmoniquemer.l une 
tangente quelconque. 

EXERCICES 
conjugué* pa.[' rappoi'l à un cercle de teiilre 0. 
e centres respectifs et coupant orlho- 
«liamëtre coupe orthogonale ment le 
aîscôtésdu triangle OAB et le rayon n 




1° Que les cercles décrits avec .\, U ( 
goDalement le cercle sont orthogonau 

2' Que le cercle décrit sur AB con 
cercle 0. 

Quelle est la relation qui e)usteenti-e 
du cercle? 

2SS. Déduire de l'exercice précédent (3*) le lieu des points tels que leurs pota.ires 
par rapport h trois cercles donnés soient trois droites concours nies, et le lieu du 

339. Si, par les sommets d'un quadrilatère inscrit à un cercle, on mène les 
tangenles à la eoi)rl)e, de manière à former un quadrilatère circonscrit ; 

1° Les diagonales clés deu\ quadrilatères passent par un même point et forment 
un faisceau harmonique; 

9° Les troisièmes diagonales des deux quadrilatères sont situées sur une même 
droite et se divisent harmoniquement. 

2i(). Par deux points d'une droite D, on mène les tangentes à un cerole. On 
forme ainsi un quadrilatère dont une diagonale est la droite D elle-même. Montre!' 
que tes deux autres diagonales passent par le p6le de D. 

2il. On conàdère deux circonférences 0, 0' et leurs points limites {ex. 153) P, Q : 

1' La polaire d'un point limite est la même dans l'une ou l'autre circonférence. 
Etic passe par l'autre point limite; 
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1 n'y a pas d'autre point (à distance finie) qui ait inôme polai 



I daiis 1 



^ dSLI^ 



cercles ; 

3" La perpendiculaire abaissée sur la ligne des centres par le point d'inlersectioit 
li'une tangente commune intérieure et d'une tangente commune extérieure passe 
par un des points P, Q (on montrera que cette droite a mêmepôîe par rapportant 
deux cercles) ; 

i' La. droite qui Joint les points de contact, avec l'une des circonférences, 
d'une tangente commune extérieure et d'une t 
également par l'un des points P, Q. 



CHAPITRE V 

FIGURES INVERSES 

214. On nomme inverse [ou transformé par rayons vecteurs 
réciproques) d'un point M, le pôle d'inversion élant le point 
(/ïg. 186-187) ei ïa. ^nâssance d'inversion la quantité k, le point M' de 
ia draite OM tel que : 

OM-OM' =: k. 

Bien entendu, le segment (') OM' devra être porlé dans le sens OM 
{fig. 186) ou dans le 
sens opposé {/t^. 187), 
suivant que h est posi- 
tif ou négatif. 

On voit immédiate- 
ment que : 

1" Tout point a un 
inverse, sauf le pôle, 
dont l'inverse est rejeté 
àrintini. Fui. m-HT. 

2° Si le point M' est 
inverse du point M, réciproquement celui-ci est inverse du premier. 

On nomme ^gure inverse d'une figure F !a ligure K', formée par 
les inverses des différents points de F. 

li) Les sognionts OM. OM' sonl dits rni/o«s vseteitra dos points M, M'. 




y Google 



312 GÉOMÉTRIE. 

215. Théorème. — Deux figures inverses d'ttne même Iro'. 
par rapport au même pôle sont komolhéliques l'une de l'autre. 

Soient, en effet, M un point de F; M', M', les points qui lui 
correspondent dans les deux inversions de pôle commun et de 
puissances respectives k, l,\. Les égalités 



donnent par div 



OM-OM' = k 
OM-OM', = /;, 



OM' 



C. Q. F. D. 



On voit que le choix de la puissance d'inversion est sans iniluence 
sur la forme des figures obtenues. Cette forme ne change que par 
le changement du pôle d'inversion. 

216. Lorsque la puissance d'inversion k est positive, on peut, du 
pôle comme centre avec v'^ comme rayon, décrire un cercle (figASd)- 
Ce cercle, qui suffit évidemment à définir la transformation, a rei;u 
le nom de eercle d'inversion. Il est le lieu des points qui coïncident 
avec leurs inverses. 

Deux points inverses sont conjugués par rapport au cercle 
d'inversion. 

7'out cercle passant par deux points inverses coupe à angle droit le 
cercle d'inversion (135). — Réciproquement, si deux points M, M' sont 
tels, que toute circonférence passant par ces deux points coupe à angle 
droit un cercle donné, ils sont inverses par rapport à ce dernier {i35-\37). 

Lorsque deux points sont symétriques par rapport à une droite, 
tout cercle qui passe par ces deux points coupe la droite à angle 
droit, puisque celle-ci en est un diamètre. Nous sommes donc 
conduits à considérer la symétrie par rapport à une droite comme 
un cas limile de l'inversion, le cercle d'inversion étant une droite et, 
par conséquent, le pôle rejeté à l'infini. 

217. Deux points quelconques A, B {fig. iSS) el leurs inverses 
A', B' sont toujours sur une même circonférence {I3i bis). 

(1) lavorsetnent, la ayiaéteie par rapport à une tlroito 9'appdla Bti^si rù/texion çii- rapport b. 
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Il en résulte (82) que l'angle que fait kS, avec le rayon vecteur 
OW est égal, mais de sens contraire, à l'angle que fait A'B' avec 
le rayon vecteur OBB'. 

Cette remarque permet de trouver la direction A'B', connaissant 
celles de AB et des rayons vecteurs. 

218. Problème. — Connaissant la distance de deux points A, B 
et leurs rayons vecteurs, trouver la distance 
des points A', B', inverses des premiers. 

Les triangles semblables OAB, OA'B' 

(frl88)<lonne„l^ = 5|. 

En tirant A'B' de cette relation et rempla- 
çant OA' par j^, il vient 

'"''=''*■ on»- 

Remauque. — Le raisonnement précédent 
cesse de s'appliquer si les points A, B sont en ligne droite avec le 
pôle. Mais le résultat subsiste, et est même vrai en grandeur et en 
signe (un sens positif ayant été pris sur le 
rayon vecteur commun). C'est ce qui se voit 
en remplaçant respectivement A'B' et BA par 




OB'- 



■OA'=r- 



/; 



-7-T et OA — OB. 



OB 0,\ 



219. Théorème. — Les tangentes 
points correspondants de deux lignes i 
font des angles égaux, mais de sens contraires 
avec le rayon vecteur commun des points de 
contact. 

Soient A {fig. 189) un point d'une courbe 
C; A', le point correspondant de la courbe 
inverse C. Soient M un point de C, voisin 
du point A, M' son inverse. Menons à la p,a. m. 

circonférence qui passe par les points 

A, A', M, M' (217) les tangentes A.x, k'x'. Lorsque le point M se 
rapprochera indéfiniment de A (et, par conséquent, le point M' de A') 
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les angles AA.'M, k'kW tendront vers ïéro, et il en sera de miîmc de 
leurs égaux MAat, M'AV. Si donc la droite AM tend vers une position 
limite AT, Aw tendra vers la même position limite. Dès iors, la 
droite A'a:' aura une position limite AT, faisant avec le rayon 
vecteur OAA' le même angle que AT, mais en sens contraire; et, 
puisque l'angle WMx' tend vers zéro, A'M' tendra aussi vers A'I". 

0. Q. P. D. 

Corollaire. — Les tangeyiles aux points correspondants de deux 
courbes inverses sont symétriques par rapport à la perpendiculaire au 
milieu de la droite qui joint les points de contact. 

Remarque. — - Ce qui précède reste évidemment vrai, si l'inversion 
devient une symétrie par rapport à une droite. 

Théorème. — Seux courbes se coupent sous le même angle que 
leurs inverses {ou leurs symétriques), au sens de rotation près. 

En effet, l'angle formé par les tangentes à deux courbes, en 
un point commua A, et l'angle formé par les courbes inverses, 
au point correspondant A', sont symétriques par rapport à la 
perpendiculaire au milieu de AA'. 

Corollaire. — Si deux courbes se touchent, il en est de même de 
leurs inverses. 

220. luverse d'une droïle. 

Théorème. — La figure inverse d'une droite est une circonférence 

passant par le pôle d'inversion. 

\"" Soit xy [fig. 190) la droite donnée 

\ dont nous cherchons la figure in- 

\ -verse, étant le pôle d'inversion. 

) Prenons un point déterminé quel- 

/ conque A, dont l'inverse est A'. 

/ Soient maintenant M un point quel- 

-^ conque de xij. M' son inverse. L'angle 

~~~^ de M'A' avec OM' est égal et de sens 

FiG, 100. contraire à l'angle de AM avec OA. 

11 est donc constant lorsque le point M 

varie sur la droite, et lé lieu du point M' est une circonférence 

t par les points et A. c. Q. F, d. 
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En particulier, nous pouvons prendre pour le point A le point H, 

projection de sur xy, et dont l'inverse est H'. L'angle OM'H' est 

alors droit, et nous voyons que la circonférence inverse a sa tangente 

en parallèle à la droite donnée et son diamètre égal « ■-, oti 
k est la puissance d'inversion, et 5 la distance OH du pôle à la droite. 

Remarque. — L'énoncé précédent suppose que la droite ne passe 
pas par le p61e : dans le cas contraire, elle serait sa propre inverse. 

Corollaire. — La figure inverse d\me circonférence passant par le 
pôle est une droite, à savoir la perpendiculaire élevée au diamètre 
du pôle, par le point inverse de celui qui est diamétralement opposé 
au pôle. 

221. Inverse d'une circonférence quelconque. 

Théorème, — L'inverse d'tme circonférence qui nepassepas par 
le pôle, est une circonférence. 

Si, d'abord, la puissance d'inversion k est égale à la puissance p 
du pôle par rapport à la circonférence donnée, celle-ci est sa propre 
inverse, les points d'intersection avec une sécante quelconque issue 
du pôle étant évidemment inverses deux à deux. 

Donc, si la puissance d'inversion 1i est quelconque {fig. 191), la 
figure inverse sera une circonférence homothétique de !a première 

(215) avec le pôle pour centre de similitude et - pour rapport de 
similitude. 

222. Réciproquement, deux circonférences quelconques C, C 
{fig. 191) peuvent être considérées comme inverses l'une de l'autre; 
et cela de deux manières différentes, puisqu'elles peuvent être 
considérées comme homothétiques de deux manières différentes. 
Le pôle d'inversion est alors un centre de similitude et la puissance 
d'inversion égale à la puissance de ce pôle par rapport à la première 
circonférence, multipliée par le rapport de similitude. 

Ces deux inversions sont d'ailleurs les seules qui transforment 
l'une dans l'autre les deux circonférences données. Car si elles sont 
inverses par rapport à un certain pôle S, comme l'une d'elles est sa 
propre inverse par rapport à ce pôle, elles sont homothétiques par 
rapport à ce point. 
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223. D'après le raisonnement précédent, si une sécanle issue du 
centre de similitude S coupe la circonférence C en M,N et la cir- 




conférence C en M',N', de sorte que M' soit l'homologue de M el N' 
l'homologue de N dans les deux circonFêrenees considérées comme 
figures homothéliques, les points inverses seront M, ,\" d'une part ; 
M',N de l'autre. 

Ces points ont également reçu le nom de points anlthomologuen. 

Les seuls points à la fois homologues et antihomologues sont les 
points de contact des tangentes communes issues de S. 

Les points communs aux deux circonférences, s'il en existe, sont 
leurs propres antihomologues. 

La corde aniihomologue d'une corde de la première circonférence 
est la corde de la seconde circonférence qui joint les points 
respectivement anti homologues des deux premiers. 

224. Deux couples de points aniihomologues sont sur une même 
circonférence [217) et par conséquent deux cordes antihomologues se 
coupent sur l'axe radical (139). 

Déplus, deux cordes antihomologues coupent les polaires du centre 
de similitude, par rapport à leurs circonférences respectives, en deux 
points homologues. Car la corde MQ, antihomologue de N'P' {flg. 191), 
est homologue de la corde NP, laquelle coupe MQ en un point I 
situé sur la polaire de S par rapport au cercle C{211) etdontl'homo- 
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logue r est l'intersection de N'P' avec la polaire de S par rapport 
au cercle G'. 

Cette double propriété permet de construire la corde anlihomo- 
logue d'une corde donnée sans faire intervenir les extrémités de 
ces cordes. 

Elle s'applique,, bien entendu, aux Ungentes en des points anti- 
homologues, qui sont un cas limite des cordes précédentes. 

225. Si les deux circonférences sont égales, le centre de similitude 
externe étant rejeté h l'infini, l'homothétie correspondante se réduit 
à une translation et l'inversion correspondante à une symétrie ; les 
propriétés des points antihomologues sont d'ailleurs les mêmes que 
dans le cas général, 

226. Une droite et une circonférence peuvent également être regar- 
dées comme deux figvres inverses, et cela de deux façons différentes. — 
Les pôles d'inversion seront (220) les extrémités du diamètre 
perpendiculaire à. la droite, La théorie des points antihomo- 
logues conduit donc à considérer ces points comme les centres de 
similitude de la circonférence et de la droite, 

De deux cordes anlihomologues, Tune est la droite donnée et, par 
conséquent, on peut encore dire que cesdeux cordes se coupent sur 
l'axe radical, si l'on admet la convention du n° 158 (Constr, 12, 
Remarque). 

Enfin deux droites sont symétriques l'une de l'autre de deux 
manières différentes, les axes de symétrie étant les bissectrices 
des angles formés par ces droites. Les cordes antihomologues 
sont alors les droites elles-mêmes et concourent en un point fixe, 
sommet commun des angles en question. 

227. Dans deux circonférences inverses l'une de l'autre, tout cercle S 
qui passe par df-ux points antihomologues est son propre inverse, 
puisque la puissance du pôle d'inversion par rapport à ce cercle est 
égale à la puissance d'inversion. Ce cercle coupe donc les deux cercles 
donnés sous le même angle; et, s'il est tangent à l\in, il l'est aussi n 
l'autre. 

Inversement, tout cercle S, qui coupe deux circonférences C, C 
(fig, 192) sous le même angle, les coupe en quatre points anlihomologues 
deux à deux dans l'une des deux inversions qui transforme ces 
circonférences l'une dans l'autre. 
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Soient, en effet A, B ; A',B' les quatre points d'intersection, choisis 
de telle façon que les angles égaux (par hypothèse) qiie font les 
cercles C,S en A d'une part, G et 2 en A' d'autre part soient de sens 
contraire; et de même pour B,B'. Si S est le point d'intersection 



de AA'.BB', et k la puissance de ce point par rapport au cercle S, 
l'inversion de pôle S et de puissance k ne change pas S ; elle change 
A en A', B en B'; elle change donc le cercle C en un cercle qui 
passe par les points A' et B' et touche en A' le cercle C (d'après 
l'hypothèse et le n°219), c'est-à-dire qui coïncide avec C (90). 

Cette conclusion subsiste lorsque le cercle S est tanr/ent à Cet à C. 
Il suffit, pour le voir, de répéter le raisonnement qui précède en 
prenant pourS l'intersection de AA'et de BB', Aet A'étanl les points 
de contact, B et B' les seconds points de rencontre de C,G' respec- 
tivrment i\et un (.îrcle quelconque passant par A, A' {/îg. 192). 

Dans cp dernier cas, d'ailleurs, la proposition précédente 
résulte du theoieme du n° 144; car les points de contact sont des 
centres de similitude, l'un pour S et C, l'autre pour 2 etC. Ils sont 
donc en ligne droite avec un centre de similitude S de C, C Nous 
vovons môme que le centre de similitude S est externe, si les contacts 
iont de mtme eipece [^]; interne, dans le cas contraire. 

Bien entendu, les raisonnements donnés ci-dessus subsistent 
quand un des cercles C,C', ou tous deux, ou le cercle S, sont 
remplaces par dea droites. 
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227 bis. Si le cercle 2 coupail les circonférences C, C à angle 
droit, on pourrait associer artiitrairement les points d'intersection 
pour les considérer comme anlihomologues. Car deux angles droits 
peuvent toujours (en remplaçant, au besoin, un des côtés de l'un 
d'eux par son prolongement) être considérés comme égaux et de 
sens contraires. Donc, un cercle qui coupe les cercles C, C à angle 
droit se correspond à lui-même, tant dans l'une que dans l'autre des 
doux inversions qui permettent de passer de C à C 

228. Si l'inversion qui a S pour pôle et qui change l'un dans 
l'autre !es cercles C et C a un cercle d'inversion, ce cercle d'inver- 
sion r coupe à angle droit le cercle S, puisque la puissance du point 
S par rapport à S est égale à la puissance d'inversion. 

Cette propriété correspond à la propriété des liisseetrices des 
angles de deux droites. Celles-ci, en effet, forment le lieu des centres 
des cercles tangents aux deux droites : ce qui revient àdire que l'un 
quelconque de ces cercles coupe l'une ou l'autre des bissectrices à. 
angle droit. Ici nous voyons que tout cercle S tangent àCet à C ou, 
plus généralement, tout cercle S qui coupe C et G sous le même 
angle, coupe orthogonalement le cercle r, ou le cercle analogue 
ayant pour centre l'autre centre de simOilude (si ces cercles 
existent). 

Le cercle F existe toujours si les cercles C,C' se coupent : il passe 
alors par les points d'intersection. 

D'une façon générale, lorsqu'il existe, il a, avec C et C, même 
axe radical, puisque ces trois cercles admettent (n° précédent) 
la même série de cercles orthogonaux. 

EXERCICES 

943. Quand deux points sont inverses par rapport à un cercle, leurs distances à 
un point queieonijue de ce cercle sonC<3ans tin rapport con^ilant. 

343, Montrer que l'exercice 68, ilaiis le cas où la circonférence donnée en cet 
endroit coupe la droite en un point I, peut se ramener à. l'exercice 65 par une 
inversion de pâle I. 

Î44, Par un point A commun à deux circonférences, on mène deux sécantes AÏIM', 
ANN' qui rx)upent la première circonférence en M,N, la seconde en M',N'. Les 
circonférences AMN', ANM' se coupent en A et en un second point dOLit on demande 
le lieu lorsque les deux sécantes prennent, indépendamment l'une de l'autre, toutes 
les positions possibles autour du point A. 
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945. Les inverses <le ciiTJsnrérences qui ont nifme axe radical sont des eircoiifo- 
reiices ayant également même axe radical. 

( la ciruonférence (n' 66). 



9 7 On p ni 1 nverse d'une cii'conKrence donnée, par rapport à un [ 
d d né Trouver le point doot l'inverse est le centre de la cii-confére 

l n f mé 

2^8 T n m 

nfé n n n q p rune 

U9 Étan d n p nts en ligne droite, trouver sur la même (iroito un 

1 t en p D q d me inversion par rapport à ce point, les ti'ansfoi'iiii;8 
1 t p n d n d la droite en deux parties égales. 

950. Deux figures sont transformées l'une de l'autre par une inversion S. On les 
soumet toutes deux aune même inversion T. Montrer que les nouvelles ligures ainsi 
obtenues sont aussi deux ligures inverse?, et trouver le nouveau pâle d'inversion. 
Examiner en particulier le cas oit la puissance de l'inversion S est positive. (Le 
nouveau cercle d'inversion est aloi"s le transformé de celui de 8 par l'inversion T.) 

251. A une figure donnée A, on applique une inversion S qui la transforme en 
une figure B, puis à celle-ci une inversion S' qui la transforme en une figure A'. 
Montrer, en se bornant au cas oii les puissances de S et de S' sont positives ; 

1° Que l'on peut, par une inversion convenaiilement choisie T, transformer les 
figures A, A', soit en deux figures homothétiques, soit en deux figures égales; les 
deux possibilités s'excluant mutuellement {') ; 

2° Que l'on peut trouver, d'une infinité de manières, un couple d'invei-sions S,, B',, 
équivalent au couple de S, S'; c'est-à-dire tel que les inversions S|,&„ effectuées 
l'une après l'autre sur la figure A (comme l'ont été S, S'), conduisent à la même 
figure fitiale A'. En particulier, on peut toujours remplacer les deux inversions 
données par une inversion précédée ou suivie d'une symétrie, sauf dans un cas 
(celui où les figures A et A' sont semblables) ; 

3° Quand les figures transformées de A, A', par l'inversion T définie en 1°, dérivent- 
elles l'une de l'autre par «ne translation 7 

4° Qu'arrive-t-il lorsqu'on effectue plusieurs fois de suite les opéraiions succes- 
sives S, S' (c"es^à dire lorsqu'on transforme A' par S en une figure B', celle-ci par S' 
en A" ; celJe-cl par S en B", dont la transformée par S' est A'", etc.) ? Peut-il arriver 
qu'on retrouve finalement la figure primitive A ? 

Sia ffectue successivement (comme dans l'exercice précédent) des inversions 

q 1 nqu S, S', S"; etc. Montrer (an se bornant au cas oii les puissances. d'in- 

ns nt positives) que cette suite d'opérations peut Être remplacée par une seule 

n p-écédée ou suivie d'une, deux ou trois svmélrie", à. moins que la figure 

nt 1 tl figurefinalenesoientsemblables(ex. précédent,2°etes. 04). 

S 3 L nversions S, S', S"-, (ex. précédent) étant supposées en nombre impair, 
)n primiiive par ces opérations effectuées 
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2j3 Ms. Inscrire dans un cercls une polygone cionl les cûtiSs [lassant respect i- 
fument pav des points donnés ou soient parallèles à des droiles données 
(eï. précédent). 

954. Sur une langeate û\e à un cercle, à partir de son point de contact T, on 
porta deux segmente TM,TiS variables, mais dont le produit est constant. SoitT" le 
point du cercle donné diamétraleniemenC opposé à T : 

1* Montrer que, si l'on joint entre eux les points d'intersection des droites TU, TN 
avecie cercle donné, la droite ainsi olitenue passe par un point fixe; 
, 3° Même problème pour la droite qui Joint entre eux les points de contact des 
secondes tangentes menées au cercle par les points M, N (se ramène au précédent). 

3° Lieu du point d'intersection de ces secondes tangentes. 

353. D'un point 0, pris dans le plan d'un cercle, on mène une sécante variable qui 
coupe le cercle en M,N. Les cii-conférences qui ont pour diamÈlres respectifs OM, ON 
coupent à nouveau le cercle donné en SI'', N'. Trouver le lieu décrit par le point 
d' intersection des droites MN, M'N' loi-sque la sécante tourne autour du point 0. 

350. Lorsqu'une circonférence variable coupe sous des angles constants deux 
cercles fifes elle coupe aussi sous un angle constant tout cercle flxe ayant même a.\e 
I \dical avec le deux premiei = 

aoT Sur deux segm-'nts doiii t-a AB, CD d'[mo même droite, on décrit des 
segments de certlc capables du même angle V. Trouver, lorsque l'angle V varie : 
I' le lieu du milieu de la corde conimune aux circonférences dont font partie 
le= legnients 2° le lieu de leurs points d'intersection; autrement dit, lu lieu des 
points d ou I on voil les segments de droite AB, CD sous des angles égau.t ou 
suppl^menta ie> 



CHAPITRE YI 
PROBLÈMES DES CERCLES TANGENTS 

229, Problème. ^ Tracer un cercle passant par deux points donnés 
et tangent à une droite ou à une circonférence donnée. 

Nous avons déjà résolu ce problème (159). Mais l'inversion nous 
permet de donner une autre solution. Si nous transformons, en efl'i;!, 
la figure par rayons vecteurs réciproques en prenant pour pôle l'un 
des points donnés, le cercle cherché se transforme en une droite qui 
doit passer par un point connu et être tangente Ji un cercle connu 
(les inverses du second point et du cercle donnés). 
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230. Problème. — Tracer un cercle qui passeparim point dniuiè 
et touche deux droites (ou circonférences) données. 

Première méthode. — Le cercle cherché se correspond à lui-même 
dans une des deux inversions (ou symétries) qui transforment l'une 
dans l'autre les lignes données. On en connaît donc, outre le point 
donné, un second point, à savoir le transformé du premier par 
l'inversion ou symétrie en question, et l'on est ramené au problème 
précédent. Il pourra y avoir quatre solutions, puisque le problème 
précédent en a deux. 

Deuxième méthode. — Prenons la figure inverse de la figure consi- 
dérée, le pOle étant le point donné. Nous sommes ramenés au 
problème de la tangente commune è. deux circonférences. 

231. Problème. — Tracer un cercle langent à trois cercles donnés. 
Ce problème se ramène au précédent. 

Soient, en effet, C, C',C" {/ig. 193; les cercles donnés, de rayons 



)■, r\ r" et un cercle de rayon R qui, pour fixer les idées, les toucbe 
tous trois extérieurement. Un cercle de centre et de rayon R -|- r" 
passera par le centre du cercle C" et touchera les cercles concen- 
triques à G, C et ayant pour rayons les différences entre les rayons 
r, r' respectivement et le rayon }■". 
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On LraiteraU d'une façon tout analogue le cas où les conlacls 
ne seraient pas tous extérieurs, certaines différences devenant 
simplement des sommes et inversement, 

232. Nous allons résoudre le même problème par une méthode 
toute diflférente (solution de Gergonne]. 

Soient A, B, C les cercles donnés. Cherchons d'abord un cercle S 
{fig. 194) ayant avec les cercles donnés des contacts de même espèce, 
aux points a,b,c. 

S'il existe un tel cercle, il en existe nécessairement un second S'. 
En effet, le centre radical I des trois cercles donnés a même puis- 
sance par rapport à ces trois cercles : en prenant cette puissance 
pour puissance d'inversion et le point I pour pùle, l'inversion ne 
changera pas les cercles donnés et transformera le cercle S en un 
cercle S' louchant A, B, C en des points a', b', c', inverses de a, b, c. 
Les contacts seront d'ailleurs de même espèce, à savoir la même 
que pour S ou la contraire, suivant que I est pour les cercles S, S' 
un centre de similitude externe ou interne. 

Nous allons démontrer que l'axe radical xy, des deux cercles 
cherchés n'est autre que l'axe de similitude direct (145) des trois 
cercles donnés. Pour cela, joignons ab, a'b' qui se coupent en S. I-e 
point S est sur Taxe radical des cercles S, S', puisque les points aa', 
bb' sont inverses deux à deux par rapport au point I. Or ce point S 
est le centre de similitude externe des cercles donnés A, lî (227). On 
verrait de même que l'axe radical xy passe par les deux autres 
centres de similitude externe des cercles donnés. 

Cela posé, menons les tangentes communes aux points de contact 
a, a' de A avec S,£'. Le point a où se coupent ces tangentes est 
sur xy, puisque les points a, a' sont inverses l'un de l'autre par 
rapport au point I. Or, ce point a est le pûle de aa' par rapport au 
cercle A. 

Donc la corde aa' passe par le pâle p de l'axe de similitude direct 
xy par rapport au cercle A . 

Nous sommes donc conduits à la construction suivante ; 

Déterminez le centre radical I et l'axe de similitude direct xy des 
cercles donnés. Joignez le point I aux pôles p, q, ,r de xy par rapport 
à ces cercles. Les droites ainsi obtenues coupent respectivement les 
cercles coiTCspondanls aux points cherchés a, a' ; ô,ô'; c,c'. 
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233. Il nous reste à montrer que celte construction donner; 
effectivement des cercles satisfaisant aux. conditions demandées. 

Pour cela, nous allons faire voir que les points a,h,c,a',b\c' 




obtenus comme nous venons de le dire, sont antiliomologues deux 
à deux dans les cercles donnés. 

Cherchons, en effet, l'antihomologue, dans le cercle B, de la 
corde aa' du cercle A. Cette corde est déterminée (224) par la double 
condition que : -1" les deux cordes se coupent sur l'axe radical des 
cercles A, B; 2" les points où elles rencontrent les polaires de S 
par rapport à leurs cercles respectifs soient homologues. Or : 1° le 
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point T, intersection de aa' , bb', appartient bien à l'axe radical 
de A et de B ; 2° les points p, q, pôles de xy par rapport k AB, sont 
sur les polaires de S par rapport à ces cercîes ; et ces points sont 
homologues, car, dans l'iiomothétie qui a pour centre S et qui 
permet de passer du cercle A au cercle B, la droite xi/ se correspond 
ît elle-même, et par conséquent ses p<jles se correspondent. La corde 
antihomologue de aa' est donc bb'. De même, les cordes cc',aa' 
sont an ti homologue s dans les cercles C, A et les cordes cc',bb' 
dans les cercles C, B. 

Nous désignerons par b, c les deux antihomologues de a (sans 
qu'il soit encore prouvé que ces points soient antihomologues 
entre eux); b',_(^ sont alors les antibomologues de a'. Par les 
points a, b, c faisons passer un cercle S et par les points a', b', c', 
un cercle S'. 

Ces deux cercles sont inverses l'unde l'autre par rapport uupoint I, 
puisque les points a, a'; b,b'; c,c' sont deux à deux inverses par 
rapporta ce point : le cercle inverse de abc ne peut donc être que 
le cercle a'b'c'. 

L'axe radical de ces cercles est xy. Car cet axe radical doit passer, 
d'une part par l'intersection de ab, a'b'; d'autre part par celle 
de ac, a'<f . 

Soit alors aj le point d'intersection des tangentes en «, a' k la 
circonférence A. Ce point est sur xy, puisque aa' passe par le 
point p\ il est aussi sur la perpendiculaire au milieu de aa'. 

Mais le point «, od se coupent les tangentes menées en a, a' aux 
cercles S, L' respectivement, est aussi sur ary, puisque cette droite 
est l'axe radical de S, S' ; il est, par suite, aussi sur la perpendi- 
culaire au milieu de aa', puisque les tangentes Kj a, a, a', menées 
respectivement aux cercles S, S', sont égales. 

Donc les points a, oj comeidenl et les cercles S, S' louchent 
A en a, a'. Ils touchent donc également B et C en b, b' ; c, c' (227). 

234. Nous avons cherché un cercle S ayant avec A,B,C des 
contacts de même espèce. On trouverait les cercles qui ont 
avec A, B, C des contacts d'espèces différentes en substituant, dans 
les considérations qui précèdent, les axes de similitude inverses à 
l'axe direct. 

Comme il y aquatre axes de similitude, le problème des cercles tan- 
gents peut avoir huit solutions. Mais tout ou partie de ces solutions 

GÉCMÉIBJI!. IS 
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peut manquer ; c'est ce qui arrivera si la droilc, ip, par exemple, 
ne coupe pas le cercle A. On voit que, si la puissance du point I par 
rapport aux trois cercles donnés est négative et, par conséquent, le 
point I intérieur <t ces cercles, les huit solutions existent toutes. 
Elles existent également toutes si les circonférences données sont 
extérieures les unes des autres, ainsi qu'on le voit aisément en 
discutantle problème par la méthode du n° 231, 

235. La solution de Gergonne s'applique également lorsqu'un ou 
deux des cercles donnés sont remplacés par des points ou des 
droites, ainsi qu'on peut s'en rendre compte en reprenant, dans ces 
nouvelles conditions, les raisonnements du n° 232, Toutefois, la 
construction ne s'applique qu'à la détermination des points de 
contact avec les cercles. En particulier, elle ne donne plus aucun 
résultat lorsque tous les cercles sont remplacés par des points 
ou des droites. 

236. La solution de Gergonne est en défaut- dans certains cas 
particuliers. Si, en effet, les cercles donnés ont leurs centres en 
ligne droite, le centre radical et les trois pôles de chaque axe 
de similitude sont rejetés à l'infini dans la direction perpendiculaire 
à cette droite. On pourra éviter cette disposition parliculiÈre 
en soumettant la figure à une inversion. 

Réciproquement, trois cercles peuvent, en général, être transfor- 
més par une même inversion en trois cercles ayant leurs centres en 
ligne droite. Il suffira, pour cela, que la puissance commune du centre 
radical par rapport aux cercles donnés soit positive et que, par 
conséquent, il existe un cercle les coupant tous trois à angle droit. 
Si on prend comme pôle d'inversion un point quelconque de ce 
cercle, on transformera les circonférences données en trois autres 
qui sont coupées à angle droit par une même droite, c'est-à-dire 
qui ont leurs centres sur cette droite. 

L'inconvénient que nous venons de constater disparaîtrait, par 
conséquent, si on arrivait à ne faire figurer dans la solution 
précédente que des propriétés qui ne changent pas par l'inversion, 
telles que çonlact de deux circonférences, angle de deux cîrcouT- 
férences, etc. On peut, en effet, modifier, dans "ce sens, la solution 
de Gergonne ('). 

(]) Voir la nota C ù la fin du .volume. 
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EXERCICES 



953. Par deux points, faire passer un eerde qui coupe un cercle donné bous un 
angle donné. 

259. Tracei' un cerole orthogonal à. deus cercles donnés et tangent à un troisifeme 
cercle donné. 

Plus généralement, tracer un cerole orthogonal à deux cercles donnés et coupant 
un troisième cercle donné sous un angle donné. 

a60. Par deux points A. B, on mène deux cercles tangents à une même cii-confé- 
rence C et un troisième qui la coupo orthogonalement. Montrer que ce dernier cercle 
divise en deux parties égales l'angle des deus autres et que son centre est le point 
d'intereection de leurs tangentes communes (n° 229). 

961. Par un point À, on mène les deux cercle tangents (avec contacts de même 
espèce) à deux circonférences données, et un troisième qui coupe ces circonférences 
orttiogOnalement. Montrer que ce dernier cercle passe par lesecond point B commun 
aux deux premiers et possède les propriétés indiquées à l'exercice précédent. 

282. Les deux cercles tangents ayant été traces par le point A comme dans 
l'exercice précédent, soient P, Q leurs points de conlael avec la première circonfé- 
rence donnée, P', Q' leurs points de contact avec la seconde. 

1° Les cercles APQ, AP'Q' sont tangents entre eux. Ils coupent orthogonalement le 
troisième cercle dont il est question dans l'exercice précédent ; 

3» Les cercles, APQ, BPQ (Bêlant, comme dansl'exercice précédent, le second point 
commun aux cercles APP',AQQ') sont inverses l'un del'auCre par rapport à la première 
circonférence donnée, les cercles AP'Q', BP'Q' par rapport à la seconde circonférence. 

8° Que deviennent ces énoncés lorsque les circonférences données sont remplacées 
par des droites ? Montrer qu'alors les quatre cercles APQ, AP'Q', BPQ, BP'Q' sont 

203. Mener un cercle passant par un point donné et tangent à deux droites données, 
en traçant un cercle quelconque C tangent aux deux droites et remarquant que le 
cercle donné doit être homothétiquo de C, par rapport au point de concours de 
celles-ci. 

261. Tracer, par une méthode analogue, un cercle tangent à deux droites ei à un 
cercle donné. (La droite qui joint au point de contact coupe le cercle G et le cercle 
donné sous le mente angle.) 

365. Même problème, lorsque les deux droites sont remplacées par deux cercles 
concentriques. (On se servira du cercle concentrique aux deux donnés, mené par le 
point de contact du cercle cherché avec le troisième cercle donné.) 

266. Deux cercles variables sont tangents chacun à. deux circonférences fixes et, 
de plus, sont tangents entre eux. Lieu de leur point de conlact. (La première 
méthode du n° 230 montre à quelle condition deux cercles tangents aux deux 
circonférences données peuvent avoir leurs points communs confondus.) 

237. Lés centres des huit cercles tangents- à trois cercles donnés sont, deux à 
deux, sur les perpendiculaires abaissées du centre radical sur les quatre axes de 
similitude. 

268. Par un point intérieur à un angle, mener une sécante formant avec les côtés 
de cet angle (non prolongés au delà du sommet) un triangle du plus petit péiimètre 
possible. (Employer la méthode indirecte (ex. 174) et l'ex. 90.) 
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CHAPITRE VU 
PROPRIÉTÉS DU QUADRILATÈRE INSCRIT 

Théorème de Plolémée. — Le produit des diagotiales d'un 
quadrilatère inscrit au cercle est 
égal à la somme des produits des 
côtés opposés. 

Soit le quadrilatère ABCD {^g. 195) 
inscrit dans un cercle. Transfor- 
mons par inversion, en prenant 
pour pôle le point A. Le cercle 
ABCD se transformera en une 
droite qui passera par les points 
B',C',D', inverses de B, C, D. Si C 
est le sommet du quadrilatère 
donné opposé à A, les points B, û 
AC et, par suite, aussi les points 
et D' et l'on aura (en valeur 




de côtés difTérents ( 

le point C sera donc entre I 



B'D'= B'C'+ CD'. 
Mais on a (218), si k est la puissance dïnversion : 
k 



B'D' ^ m- 



AB-AD' 



En substituant ces valeurs, multipliant par AB-AC-AD et divis 
par A, il vient bien : 

AC-BD = AD-BC -|- AB-CD. 
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PROPIUÉTÉS DU QUiDHlLATÈRE INSCRIT. 
237 bis, La propriété précédente est caractéristique du qi 
lalère inscriplible. C'est ce qui résulte du théorème suivant : 



Théorème. — Dons un 
des diagonales est plus petit que 



'.atère non inscriplible, le produit 
'a somme des produits des côtés 



opposés {et plus grand que leur différence). 



ble ABCD {fy. m Hs). Si nous 



Soit le quadrilatère non inscrîpti 
répétons sur ce quadrilatère 
la construction précédente, les 
points B', C, D' ne seront plus 
en ligne droite et formeront un 
triangle. 

Or les valeurs trouvées, au 
n" précédent, pour CD, D'B', 
B'C sont proportionnelles aux 
produits DC-AB, BD-AC, CB-AD. 

Doue l'un quelconque de ces --., \l 

produits est plus petit que '"' 

la somme des deux autres. 

2î8. La relation de Ptolémée est encore vraie et so démontre de 
la même façon lorsque les quatre points A, B, C, D, au lieu d"être 
sur un même cercle, sont en ligne droite et se suivent dans 
l'ordre A, B, C, D (/ig. 186). Ainsi, quand quatre points sont en ligne 




droite, le produit des segments qui empiètent l'un sur l'autre est égal 
à la somme des produits des segments gui n'empiètent pas. 

En tenant compte des signes, on a, quel que soit l'ordre des quatre 
points, la relation : 

AH-CD + AC-DB + AD-BC = 0. 

C'est ce que l'on démontre en reprenant le raisonnement du 
n° 237 : les relations dont nous nous sommes servis sont, en 
effet, vraies en grandeur et signe {2iS, liemarque). 
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239, Problème, — Connaissant les cordes AB, AC 




197) de 

deux arcs appartenant à un cercle 
de rayon R, trouver la corde de 
Varc égal à leur iû'mme ou à leur 
différence. 

C'est le problème que nous avons 
eu à résoudre au ii" 174 pour 
calculer les cùtés des différents 
pentédécagones réguliers. 

1" Soient les arcs AB, AC portés 
en sens contraire, de manière que 
l'arc BC en soit la somme. Menons 
ic diamètre AA'. Nous aurons ; 



AA'' = 2R; A'B = V'4R' — ÀB^ A'C = Ar^ — ACl 
Or le quadrilatère inscrit ABA'C donne 

BC-AA' = AB-A'C + AC-A'IJ, 
relation où tout est connu, à l'exception de BC, et d'où l'on tir 



BC 



AB V^4R^— AC' + AC- S/kW — hÈ\ 



2° Soient les arcs AB, AC„ portés dans le même sens, 
que l'arc BC, en soit la différence. Le quadrilatère inscrit AA'BC, 
donnera, cette fois, 



A'B-AC, = AB-A'Ci + AA'-BCi, 



d'où l'on tire 

A'B-AC, . 



= AC, V 4R^ — AB — AB V 4R' - 



240. Théorème. — Les diagonales d'un quadrilatère inscrit au 
cercle sont entre elles comme les sommes des produits des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités^ 



Soit le quadrilatère inscrit ABCD (j 
coupent en 0. 



. 138), dont les diagonales se 



y Google 



PROPRIÉTÉS DU QUADItlLATÈBE INSCRIT. 
Les triangles OAD, OBC sont semblables (131) et donnent : 



ce qui lient s'écrire : 




OA OB 
AB-^D ^ AB-BC 




OC OD 
liC-Ct> AD-CD 




de même, les triangles semblables OAB, 


OCD donnent 


OA AB OA OD 
OD " CD' **" AB-AD AD-CD 






ce qui montre que les quatre rapports 

OA OB OC OD 

ÂB^' Â&BC' BC-CD' CD-DA 

sont égaux. En ajoutant termeàterme 
le premier et le troisième ainsi que le 
deuxième et le quatrième, il vient bien 

AC _ BD 

AB-AD + BC-CD " AB-BC + CD-AD ' ^"'' '"*' 

240 bis. Autre démonstfalion. — Soient AB = «, BC = i, CD = c. 
DA = t/, les quatre côtés du quadrilatère. En changeant de toutes 
les façons possibles l'ordre de ces côtés, on obtient encore des 
quadrilatères inscrits au même cercle, caria somme des arcs qui 
ont pour cordes o, 6, c, d, ne cesse pas d'être égale à la circonférence 
entière. Comme il est clair qu'on peut toujours prendre pour 
premier côté a, on a les permutations 



abcd, 



adhc. 



adc b, 
abdc, 
acbd. 



Mais les deux permutations d!une même ligne borizontale donnent 
le même quadrilatère: par exemple, dans le quadrilatère ALCD 
{fig. 198 bis], l'ordre des côtés est a, b, c, d si on les lit dans le sens 
de la flèche ; a, d, c, b si on les lit en sens contraire. Il reste donc les 
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trois combinaisons a ficrf, acdb, a rfftc, auxquelles correspondent 

les trois quadrilaLèrca ÂBGD, ABEF, ABGH (fig. 198 bis). L'arc BF 




étant égal à AC comme sommes d'arcs égaux; et do même lare BH, 
à AE; l'arc BD, à AG : les trois quadrilatères n'ont que trois diago- 
nales distinctes : AC = BF = jr, BD = AG = y, AE = BH = z; et 
l'application du théorème de Ptolémée aux quadrilatères ABEF, 
ABGH donne 

xz^ ad-\- bc, yz = ab -j- cd 
abJ^cd 



d'oLi, par division, - = 



ad-\-bc' 



c. Q. F. D. 



241. Problème. — Calculer les diagonales œ, y d'im quadrilalère 
inscrit dont les quatre côtés sont a, b, c, d. 



On 


connaît 


le produit 






elle 


rapport 




œy^ac^bd 

X ad~\-bc 
y ab + cd- 




En 


multipl 


anl ces deus 


égalités membre à membre 
{ac + bd){ad + bc) 


il vient 



et en divisant membre à memljre les mêmes égalités 
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Problème. — Connaissant les côtés a, b, c, d, d'un quadrilatère insciiplible, 
calculer le rayon du cercle circonscrit. 

Dans le triangle ABD (flg. 19S on 198), le rayon R du cercle circonscrit 
est doùné (130, 130 bis) parla formule 

n,= ^■'■■"^' 

Ko + df - BD'l [on" - (a ~ (i)>J 

Hemplaçoiis BD par la valeur que nous venons (le trouver : nous aurons 

(a + d]^^m' = (" + '^)' («^ + ''O - («^ + '"i) i'-b + cd ) 
^ ~^ I ad-'r bc 

- ad[{a + d]^~{b — cT-] ^ ad {a+a+b- c) l-i + rf + c — h) 
" ad + bc ad + 6c 

iJD^- la ~ d)^ = {ac + db]{>ib+cd)-{a-d)^ad-hbc) 
^ ' ad +bc 

_ ad [{b +c^) — (re — d)^] ^ a d {b -\- c + a — d) {b + c + d ~ a] 
~ ad + bc ~^ ' ad -h Èc " 



n^ = 



vient ilono 

{ac + bd) (ab + cd) {ad + 6c) 



rd-a)(,- 



expression indépendante de l'ordre des calés, conformément aux re- 
marques faites plus haut (240 bis). En désignant par p le demi-périmètre 
(2p= a + b + c + d), nous pouvons encore écrire 

„ { M+bd){ab + cd){ad + bc) 
16 {p-a){p — b)[p — c){p-d} ■ 



EXERCICES 



269. Réciproque de l'énoncé de Texercice D9 : si, dans ie plau d'un triangle équi- 
latéral ABC, on a un point M tel que MA— MB -f- MG, ce point appartient au cercle 



Dans le cas contraire, on aurait MA < MB + MC. 

370. Trouver une inversion qui transforme trois poin 
formant un triangle égal à un triangle donné. 

270 iis. Si l'on recommençait la démonstration du n°2 
du quadrilatère ABCD autre que A, on obtiendriit ui 
à B'CD'. 

1° Montrer que tous ces triangles sont semblables entre eu 

2° Calculer les angles de l'un quelconque de ces triangles 
que font entre eux les câtés et les diagonales du quadrilatère donné ; 

3° Montrer qu'on obtiendrait des triangles semblables aux précédents en abaissant. 
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de l'un quelconque des sommels A,B,C, D, i3es perpendiculaires sur les eûtes du 
triangle formé par les trois autres ; ou encore, en joignant B et D entre eux et on 
troisième sommet d'un triangle semblable à AGC, avet le même sens de rotation, et 
dans lequel le cûlé homologue à AC sérail AD; 

i' Montrer que la forme destrianglesprécMentsest conservée, au sens de rotation 
près, si l'on soumet les quatre points A, B, C, D à une même inversion quelconque, 
c'est-à-dire qu'en opérant sur les points transformés comme on a opère en 1°, 2°, 
ou 3° sur les points A, B, C, D, on obtieniira des triangles semblables aux premiers ; 

5- Réciproquement, si deux quadrilatères ABCD, A|B,C|D, sont tels, que les 
triangles déduits de chacun d'eux par les constructions précédentes soient semblables 
entre eux, il existe uneinversion qui transforme les points A,B,C,D en quatre autres 
formant un quadrilatèi-e égal à A,BiCiD), —Déterminer cette ir 



PROBLEMES 



971. Un losange ABCD est arlieulé, c'est-à-dire qu'il est susceptible de se déformer, 
lie maniéi-e que les côtés gardent des longueurs constantes, mais que les angles 
varient. Deux sommets opposés, B et D, sont assujettis à rester à des (distances 
constantes et égales d'un point fixe 0. 

Montrer que si l'on fait décrire au sommet A une certaine figure, le sommet C 
décrira une figure inveree de la première. {Losange de Pemccelier.) 

971 ils. Plus généralement, la même conclusion subsiste si le quadrilatère articulé 
ABCD, sans être un losange, a ses eûtes égaux entre eux deux â deux (AB — BC ; 
AD = DG) et que l'on ait en outre ÔB* — ÔÛ^ = ÂB* - Â^ï^ 

273, L'axe radical et le centre de similitude divisent la droite qui joint rfpux poinis 
antihomologues quelconques dans un rapport anharmonique constant. 

273. Le rapport anharmonique de quat 
rapport anharmonique de leurs inverses i 
de la première. 

274. Le rapport anharmonique de quatre poinis d'un cercle s'obtleiit en divisant 
entre eux les produits des côtés opposés du quadrilatère formé par ces points, ou l'un 
de ces produits par le produit des diagonales, 

275. Quelles sont les invei-sions qui transforment deux cercles donnés en deux 
cercles égaux ? 

Transformer trois cercles donnés en trois cercles égaux, par une même inversion. 

2'75 bu. Étant données trois circonférences, si l'on trace les trois cercles r (n* 22Sj 
relatifs à ces circonférences prises deux à deux et ayant pour centres trois centres 
de similitude situés sur un même axe, ces cercles ont même axe radical. 
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aie. Quel est le lieu des pôles des inversions par lesquelles on peut transformer 
deux cii'cotiKrences données en deux autres telles que la première divise la seconde 
en deux parties égales ; ou plus généralement, telle que la première intercepte sur la 
seconde un arc correspoiniant à un angle au centre <le grandeur donnée? 

ST7. La ligne des centres de deux cii-conféreuces les coupe en A,B; A', B' respec- 
tivement; M étant un point du plan, les droites MA, MA' coupent respectivement les 
lyrconférences correspondantes en C, C. Montrer que si M se déplace sur une 
perpendiculaire à la ligne des centres, la circonférence MCC passe par deux pninls 
fixes. Lorsque la droite lieu du point M est l'axe l'aiiical, celle circonférence coupe 
orlhosonaîemeiit les circonférences données et les deux points Aies sont les points 
limites de Poncelel. 

978. Les segments interceptés par deux circonférences sur une droite quelconque 
sont vus, d'un des pointa limites, sous des angles ajant même bissectrice {ou des 
bissectrices perpendiculaires}. — Cas où la sécante est tangente à l'une des 
circonférences. 

879. Démontrer le théorème de Pascal (n- 196) en formant trois circonférences qui, 
prises deux à deux, aient pour centres de similitude les pointa de rencontre des côiéa 
opposés de l'hexagone. (Ces circonférences passent chacune par deux sommets 
opposés.) 

280. Construire les cercles tangents à trois cercles donnés, en utilisant l'exer- 
cice 353. 

981. Autour d'un point situé dans le plan d'un cercle, on fait pivoter un angle 
droit et, par les points où les côtés de cet angle rencontrent la circonférence, on 
mène des tangentes à la courbe. Lieu des sommels du quadrilatère ainsi formé. 
(Ligne inverse du lieu obtenu dans l'exercice 201.) 

982. Un quadrilatère ABCD est circonscrit à une circonférence o et inscrit à une 
circonférence 0, Soient a,b,c,d les points de contact des quatre côtés avec la 
(ùrconférence o. 

1' Le point P où concourent à la fois (ex. 939) les diagonales des quadrilatères 
ABCD, abcd est un point limite des circonférences o, 0. (ex. 541, 2°.) 

2' Les diagonales du quadrilatère abcd sont les bissectrices des angles formés par 
celles du quadrilatère ABCD (ex. 978). 

3° La circonférence est celle que l'on obtiendrait dans l'exercice précédent 
(ex. S81), en partant du cercle o et du point P. 

d° Conclure de là qu'étant données deux circonférences, on nepeutpas, engénéi-al, 
inscrire i\ l'une un quadrilatère circonscrit à l'autre. Il faut, pour que ce problème 
soit possible, qu'il existe une certaine relation entre la distance des centres des 
circonférences données et les deux rayons. Mais si cette relation est vérifiée, il 
existe une infinité de quadrilatères répondant à la question. 

Î83. Quand un triangle a un angle obtus, il existe un cercle (et un seul) par 
rapport auquel chaque sommet de ce triangle est le pôle du côté opposé. Le centre 
de ce cerele est le point de concours des hauteurs du triangle. 

On dil que ce cercle et le triangle sont conjrigugs l'un à l'autre. 
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3fi4. Pour qu'il esiste un triangle inscrit dans un cercle donné et conjugué à un 
autre cerele donné, il faut que le carré du rayon du secoiid cercle soit la moitié de 
la puissance de son centre par rapport au premier cercle. Si cetfe condition est 
vériilée, il existe non pas un, mais une infinité de triangles possédant la double 
propriété demandée. (Dtilisor e.t. 70.) 

S85. Étant données trois circonférences qui se coupent deux à Jeuï, on considère 
le triangle curviligne qui a pour cètés trois arcs empruntés respectivement à ces 
trois circonférences et pour sommets trois points d'intersection de ces circonférences 
deux à deux, ce triangle étant tel qu'il ne contienne sur son périmètre aucun autre 
point d'hitersectjon. Montrer que la somme des angles intérieurs de ce triangle est 
inférieure on supérieure à deux droits, suivant qu'il existe ou non un cercle coupant 
les trois circonférences données à angle droit ('). 

286. La condition nécessaire et suffisante pour qu'un quadrilatère soit iuscrîplible 
étant que les points B',C',D' (n° 237), inverses de trois sommets B, C, D par rapport au 
quatrième sommet A, soient en ligne droits, on peut déduire de celte dernière 
circonstance toutes les propriétés du quadrilatère inscriptible. 

En déduire, en particulier, le théorème sur le rapport des diagonales . (Application 
du théorème de Stewart, n° 127.) 

(I) Voir note A, n'as». 
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CHAPITRE PREMIER 



MESURE DES AtRES 



242. Deux polygones sont adjacents {fig. 199, 200) s'ils ont un ou 





plusieurs côtés, ou portion de côtés {/îij. 200) communs, sans avnip 
en commun aucun point intérieur. 

Étant donnés deux polygones adjacents P, P', si l'on supprime Ifis 
côtés communs, on forme (') un troisième polygone P" qui est dit la 



, daaa la IV' livre, h la realrîot 
lie. la portion de plan ombnSe d 
un poJjgone. D'aillaups on peu 



-.0 au E- 20 (lir. I] relaUvemeo 
rsJ9(o'aO) sera donc traitée 
in tel polygone en faisant 1; 
lUtre la flgura ÎM, 
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somme des deux premiers. L'intérieur de ce polygone comprend 
tout point situé à l'intérieur d'un des deux polygones primitifs, el 
seulement de tels points. 

243. Définir les aires des polygones plans, c'est faire correspondre 
à chaque polygone plan une grandeur (dite surface ou aire du 
polygone) possédant les propriétés suivantes. 

I, — ■ Deux polygones égaux ont la même aire, quelles que soient 
leurs situations dans l'espace ; 

II. — Le polygone P", somme de deux polygones adjacents P, P', a 
pour aire la somme des aires de P et P', 

Nous admettrons qu'on peut établir une pareille correspon- 
dance ('). 

244. Les aires peuvent être définies d'une infinité de manières 
différentes; car si, à chaque polygone plan, on a fait correspondre 
une grandeur possédant les propriétés I et II, une grandeur 
proportionnelle &. la première les possédera également. 

Pour mesurer les aires, comme nous allons apprendre à le 
faire, il faut commencer par désigner un certain polygone dont 
l'aire sera prise pour unité d'aire ; la mesure d'une aire quelconque 
sera alors le rapport de cette aire à l'unité. 

Nous convenons, ici et dans tout ce qui va suivre, de prendre, pour 
unité d'aire, Vaire du carré qui a pour côté l'unité de longueur. Les 
théorèmes que nous allons énoncer supposeront cette convention, 
sans que nous ayons besoin de la formuler à propos de chacun 
d'eux. 

245. Deux polygones qui ont même aire sont dits équivalents. 
Deux polygones égaux sont donc équivalents. Bien entendu, la 
réciproque n'est pas vraie : deux polygones équivalents ne sont pas 
nécessairement égaux pour cette seule raison. Par exemple, nous 
montrerons qu'on peut construire un carré équivalent inn polygone 
donné quelconque. 

246. On nomme base d'un rectangle l'un des côtés. La longueur 
d'un côté perpendiculaire au premier est alors dite la hauteur du 
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rectangle. La base el la hauteur d'un rectangle en sont dites les 
deux dimensions. 

Plus généralement, on nomme base d'un parallélogramme un coté 
quelconque : la hauteur est alors la dislance de ce coté au côté 
opposé (mesurée, bien entendu, sur une perpendiculaire commune). 

De même, les hases d'un trapèze étant les eûtes parallèles, la 
hauteur est la dislance de ces parallèles. 

Enfin, on nomme bas& d'un triangle un côté quelconque, )a 
hauteur étant la perpendiculaire abaissée, sur ce côté, du sommet 



247. Théorème. — Les aires de deax rectangles qui ont même base 
sont entre elles comme leurs hauteurs. 

En effet : 

1" Deux rectangles qui ont même base et même hauLeiir sont 
égaux et, par suite, équivalents, d'après la propriété I . 

2" Si trois rectangles ABCD, A'B'C'D', A"B"C"D" {/î^. 20!) ont 




même base, mais que la liauleur du troisième soit la somme des 
hauteurs des deu.i premiers, l'aire du troisième sera la somme des 
aires des deux premiers (propriété II), Car ce troisième pourra être 
considéré comme la somme de deux rectangles A"B"EF,G"D"EF 
égaux respectivement aux premiers. 
Dès lors on prouvera, comme au n" H3 (liv. III) ou au n" 70 (liv. II), 

et comme il a été expliqué en arithmétique ('), que la valeur à - 

i 
près du rapport des deux aires est égale à la valeur k - près du 

rapport des deux hauteurs : ce qui démontre le théorème. 

(I) leçons d'Aril/iméligiie, cLap. xiii, n" M-î. 
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Corollaire, — Va côté quelconque d'un rectangle pouvant être 
pris, soit comme base, soit comme hauteur, nous aurions pu dire 
des bases ce que nous avons dit des hauteurs, et réciproquement. 
En un mot, deux rectangles qui ont une dimension commune sont entre 
eux comme les dimensions non communes. 

Théorème. — Le rapport des aii-es de deux rectangles est égal au 
produit des rapports des dime^uions homologues. 

En effet, nous venons de voir que l'aire d'un rectangle est pro- 
portionnelle à sa base et à sa hauteur, lorsque celles-ci varient 
séparément. Elle est donc proportionnelle à leur produit. 

On peut d'ailleurs répéter ici le raisonnement présenté, à cet 
égard, en arithmétique. Soient, à cet effet, A, A' les aires des deux 
rectangles donnés; a, b les dimensions de l'un, a', b' les dimensions 
de l'autre. On considérera le rectangle qui a pour dimensions a' et 
/). Si A'' est l'aire de ce rectangle, on aura 



A''' "" 

A" 



Dans ces égalités, nous pouvons supposer que A, A', A" désignent 
non pas les. aires elles-mêmes, mais les nombres qui mesurent ces 
aires relativement à une même unité : par exemple, celle que nous 
avons choisie, le carré construit sur l'unité de longueur. Dans ces 
conditions, si nous multiplions membre à membre les deux égalités 
A A" ,, . AA" 



précédentes, le produit 



A"' A' 



port ~ est donc bien égal au produit des rapports — et p- 

Théorème. — L'aire d'un rectangle est égale au produit de ses 
deux dimensions . 

Ce théorème n'est en effet que le précédent, appliqué au rectangle 
donné et au carré construit sur l'unité de longueur. L'aire A' de ce 
dernier est l'unité d'aire et ses dimensions a', b' sont égales à l'unité 

de longueur, de sorte que le rapport j^ n'est autre que la mesure 
de l'aire A, et les rapports -7, y;, quelesmesuresdeslongueursa, 6. 
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1" Que cet énoncé n"a de sens que moyennant la convention for- 
mulée au a" 69 (livre II) et rappelée au n" 106 (livre III), Le sens de 
cet énoncé est : le nombre qui mesure l'aire d'un rectangle est égal au 
produit des nombres qui mesurent respectivement sa base et sa hauteur. 

2° Qu'il n'est exact que moyennant la convention formulée au 
n" 224 et qui est, par conséquent, essentiellement supposée ici. Il est 
évident à priori que l'égalité énoncée n'a pas lieu si l'unité de 
longueur et l'unité d'aire ont été prises quelconques, indépen- 
damment Tune de l'autre. 

On voit, d'après cela, que l'on peut choisir l'unité de longueur 
d'une façon arbitraire ; mais que, ce choix une fois fait, celui de 
l'unité d'aire en dérive nécessairement. Aussi dit-on que l'unité 
d'aire est une unité dérivée. 

248. Théorème. — L'aire d'un parallélogramme a pour mesure 
le produit de sa base par sa hauteur. 

Soit le parailéio gramme ABCD {fig. 202). Menons les perpendi- 
culaires en A et B au côté AB, jusqu'à 
rencontre en c et d avec la droite CD, de 
manière à former ie rectangle ABcrf. Ce 
rectangle est équivalent au parallélo- 
gramme; car, en ajoutant respectivement 
à ces deux polygones les deux triangles j,^^. ^^„ 

rectangles BdD, AeC, qui sont égaux comme 

étant équiaogles et ayant un côté égal, on obtient ia même somme, à 
savoir l'aire du trapèze AeBD. Le rectangle ayant pour dimensions !a 
base du parallélogramme et sa hauteur, le théorème est démontré. 

249. Théorème. — L'aire d'un triangle a pour mesure le demi- 
produit de la base par la hauteur. 

Soit le triangle ABC {fig. 203). Par le 
point A, menons la parallèle AD à BC, 
et par le point C la parallèle CD il AB. 
Nous formons ainsi le parallélogramme 
ABCD, qui a même base et môme 
hauteur que le triangle. Or, ce pai'allélo- 

gramme est divisé en deux triangles égaux, ABC, ADC, par sa diago- 
nale AC(46). Doncîe triangle ARC est la moitié du parallélogramme. 
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250. Corollaire.— La lieu des sommets C des triangles qui ont 
même hase AB {/Ig. 204} et même 

mrf ace, se compose de deux parallèles 
dAB. 

Car les sommets en question sont 
les points situés à une distance 
constante de AB. 

251. Problème. — Calculer V 
d'un triangle dont on donne les 
trois côtés. 

Nous avons vu (130) que, si on désigne par a, è, c les côtés du 
triangle et par p le demi-périmètre, donnÈ par l'égalité 

a+b + c ^ 2?., 

la hauteur AH correspondant au côté a est 




*H = \/-' 



i p{p—a)(p — b)ip — c) 



= -a\/^' 



[p — a] [p — 0){p- 



Donc la surface S du triangle est 

/, . ,\ TT ■ . ■ . 

S=- 



\p{p — a}{p—b][p — c) 



= 7 v2*V + 2cW + 2a^6 



-è'- 



Remaequb. — Le produit des trois côtés d'un triangle est égal à 
quatre fois le produit de la surface par le rayon du cercle circonscrit. 
Dans le triangle ABC, oii AH est la hauteur issue de A cl R le 
rayon du cercle circonscrit, on a (130 bis] 

AB-AC=2R-AH; 
en multipliant les deux membres par BC, il vient 
AB-AC-BC = 2R-A11-BG = 4RS. 

252. Aîre d'nn polyg;one. — On trouve l'aire d'un polygone 
quelconque en le décomposant en triangles, dont on ajoute entre 
elles les aires. 

Les deux théorèmes suivants ne sont que des applications de 
ceilc manière d'opérer. 
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Théorème. — L'aire d'un trapèze a pour memre le produit de la 
demi-somme des basesparla hauteur. 

Soit le trapèze ABCD {fig. 205}. Nous décomposerons ce trapèze, 
par la diagonale AD, en deux triangles ABD, AGD, que nous 
considérerons comme ayant pour bases respectives AB, CD. Les 
deux hauteurs DD',A\' seront alors égales entre elles et à la 
hauteur /( du trapèze. On aura donc 



Aire ABCD = h 



AB 



-4-''-^ 



CD _ /) (AB + CD) 



un trapèze a pour mesure le produ't 
'nnt les a h d' 



l^lbis. Corollaire. — L'aire t 
de sa hauleurjmr la droite qui ^ 
milieux des côtés non parallèles. 

Car les milieux E, Y des côtés AC, BD 
{fig. 205) et le milieu I de la diagonaîe AD 
sont sur une même parallèle aux bases, " j.^^^ ^_^, 

et le segment EF est égal à la demi- 
somme de ces bases, ses deux parties El, IF élanL rcspeclivement 
CD AB 



233. Théorème. — Uaire d'un polygone régulier a poi 
le produit du périmètre par la moitié de l'apothème. 




Lti effet, le polygone réguliei- ABCDEF ifi'j. 206) est décomposé, par 
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lesrayoDsquiaboutisscutises sommets, en triangles OAB, OBC ..., 
tous égaux et qui ont par conséquent une même hauteur, égale 
à l'apothème OH du polygone. On a donc : 



Aire OAB = OH 
Aire OBC = 011 



AB 



Aire OFA = OH. -—. 



Aire ABCDEF = 



OH(AB+B0+ .,. +FA) 



1. Q. F. D. 



Remarque, '— Si le nombre des côtés du polygone est pair, son aire 
est égale à la moitié du rayon, multipliée par le périmètre du polygone 
obtenu enjoignant les sommets de deux à devx. 

Car le triangle OAB (fig. 2%) est encore égal au demi-produit de 
OB par la hauteur AI abaissée du point A, et qui est la moitié de AC, 

253 bis. On nomme secteur polygonal {fig. 207) on polygone limité 
par une ligne brisée inscriptible dans un cercle et les rayons du 
cercle circonscrit qui aboutissent à 
ses extrémités. 

Le secteur polygonal est dit régulier 
si la ligne brisée qui lui sert de base 
est régulière. 

Théorème. — L'aire d'un secteur 

polygonal régulier a pour mesure le 

produit du périmètre de la ligne brisée 

i''t'.- 307. (jiii lui sert de base par la moitié de 

l'apothème. 

La démonstration de ce tliéorême est exactement pareille à celle 

du précédent. 

254. Théorème. -— L'aire d'un polygom 
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cercli' {et comprenant ce cercle à son inlérieur] (fig. 208) 
produit de son périmètre par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

Car on peut décomposer le polygone 
en triangles ayant pour sommet commun 
le centre du cercle. Ces triangles, qui ont 
pour bases les différents côtés, ont pour 
hauteur commune le rayon du cercle. 

255. Problème. — Trouver l'aire d'un qiutdri- 
latèi'e inscripHble, connaissant les quatre côtôs. 

Soit le quadrilatère inscrit ABGD, dans lequel on 
= c, DA = d. Si R est le rayon du cercle circoascrit, 

fl.6.ÂC = 4RX aire ABC, 
c-rf-ÂC = 4RXaire ACD. 

La somme des surfaces ABC, ACD est égale à Tciii 
donc, en ajoutant 



;«; égale 




e cherchée S. Il vient 



4I1S = AC {ah + cd] = V(ac + bd] {ad + 6c) {ab + ed) ; 

et, en remplaçant R par sa valeur (241), 

S = ,/{p-a){p-b){p-c){p-d}. 

Bem.\rque. — Le résultat est indépendant de l'ordre des côtés, ce qui 
ctaii évident ffipnori;car les quadrilatères ABCD, ABEF, ABGH (n° 240 bis) 
sont équivalents, comme composés de triangles égaux deux à deux. 

EXERCICES 



387. Trouver la surface. 

288. Quel est le côté du 

S89. Le périmètre d'un 

chaque sommet au milieu 

ot)tenues sont les côtés d' 



du. triangle êquilatéral de côté a. 
triangle êquilatéral dont la surface est l*'? 
carré étant parcouru dans un sens déterminé, on joint 
du côté qui précède le sommet opposé. Les tJroiles ainsi 
m nouveau cari-é, qui est la cinquième partie du premier, 
sur une diagonale AC d'un parallélogramme ABCD, on 
ités. On divise ainsi le parallélogramme donné en quatre 
dont douïont une diagonale dirig 



S9I. Parmi les triangles 
plus grand î 
293. Dans tout Irapèze, 



it AC. Montrer 



qui ont même Iwse et même angle au sommet, quel est le 
es deux triangles, formés respectivement par chacun «les 
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deux eôlés non parallèles avec les deux diagonales, sont équivalents cnlre eux. — 
Bécip roque. 

aD3. Par le milieu de chaque diagonale d'un quadvilatère, on mène une parallèle 
à l'autre diagonale, et l'on joint le point où se coupent les deux droites ainsi menées 
aux milieux des quatre côtés. Montrer que le quadrilatère est ainsi divisé en quatre 
parties équivalentes. 

Î94. Par chaque sommet d'un quadrilatère, ou même une parallèle à la diagonale 
qui ne passe pas par ce sommet. Montrer que le parallélogramme ainsi formé est 
double du quadrilatère. 

Deux quadrilatères dont les diagonales sont égales chacune à chacune et se 
coupent sous le même angle, sont équivaleals. 

2S5. Trouver, dans l'iniérieup d'un triangle, un point tel qu'en le joignant aux trois 
sommets, on divise le triangle en trois parties équivalentes; ou, plus généralement, 
en trois parties proportionnelles à des longueurs ou à des nombres donnés. 

995 bis. Montrer, par des considérations de surface [ex. précédent) qu'enjoignant un 
point aux trois sommets d'un triangle, les droites de jonction divisent ces côtés 
opposés dans des rapports dont le produit est égal à 1. (Théorème dénaontrê 
au n- 197.) 

396. On joint un point quelconque d'un plan aux sommets d'un parallélo- 
gramme ABCD (AC, BD élant les diagonales de celui-ci) : 

1' Si le point est intérieur au parallélogramme, la somme des triangles 
opposés OAB, OCD équivaut à la somme des deux autres OBC, ODA; 

2' QuelquesoitlepointO, le triangle OAC équivaut à lasomme ou à la différence 
des triangles OAB, OAD. 

597. L'aire d'un trapèze a pour mesure le produit d'un des côtés non parallèles 
par la perpendiculaire abaissée du milieu de l'autre sur le premier. Démontrer celte 
proposition ; 1° en mettant sous une autre forme l'expression donnée n" 252 bis; 
2' en montrant directement que le trapèze est équivalent au parallélogramme qui a 
la base .et la hauteur ci-dessus indiquées. 

Si l'on joint le milieu d'un des côtés non parallèles d'un Irapèie aux exlrémilés'dn 
côté opposé, on obtient- un triangle équivalent à la moilié du trapèze. 

298. La somme des distances d'un point quelconque pris à l'intérieur d'un 
polygone régulier à tous les côtés est constante, 

999, L'aire d'un triangle est égale au produit du demi-périmètre par le rayon du 
cercle inscrit. 

L'aire d'un triangle est égale au produit du rayon d'un cercle ex-inscrit par 
la différence entre le côté correspondant et le demi-périmètre (ou par la demi- 
différence entre le côté correspondant et la somme des deux autres côtés). 

aoo. L'inverse du rayon du cercle inscrit à un triangle est égal à la somme des 
inveraes des rayons des cercles ex-inscrits. 

is distances d'un point intérieur à un triangle auv trois 



Que devient cet énoncé lorsque le point est extérieur? 
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CHAPITRE II 



COMPARAtSON DES AIRES 



"256. Théorème. — Deux triangles qvi ont un angle égal {ou 
supplémentaire) sont entre eux comme les produits des côtés qui 
comprennent cet angle. 

Nous pouvons faire coïncider les angles égaux ou rendre adja- 
cents les angles supplémentaires. Los deux triangles seront alors 
ABC, AB'C, les côtés A.C, AC coïncidant en direction et les côtés AIÏ , 



AB' étant également confondus en direction {fig. 209) ou se pro- 
longeant l'un l'autre {fig. 210). 

Le rapport des deux triangles sera égal au rapport des bases 
AB, AB', multiplié par le rapport des hauteurs CH, C'H', et ce dernier 

rapport est évidemment égal à — ,- 

O.Q. F. D. 

257. Théorème. — Le rapport di^s aires de deux polygones 
semblables est égal au carre du rapport de similitude. 

Nous distinguerons deux cas. 

1° S'il s'agit de deux triangles semblables ABC, A'B'C, il suffit de 
remarquer que ces deux triangles ont l'angle A = A'. Le rapport 
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AB 



AC 



des aires est donc égal au produiL des rapports ^— et ■— — > c'est- 
à-dire au carré de l'un d'eux, 
puisque ces rapports sont 
égaux entre eux. 

2" Soient maintenant deux 
polygones semblables quel- 
conques ABGDE, A'B'C'D'E' 
[fig. 2H), le rapport de simi- 
litude étant /;. 

Ces polygones pourront être 
et semblablement disposés 
t nous aurons (1°) 




décomposés en triangles 
ABC,ACD, ADE; A'B'C',AC'D',A'D'E', 



ABC 
A'B'C " 



A'C'D' A'D'E' ■ 



En faisant la 
il viendra bien 



des numérateurs et colle des dénominateurs, 



258. Théorème. — Le can-é conslritit sur V hypoténuse d'un 
triangle rectangle est équivalent à la somme des carrés construits sur 
les côtés de l'angle droit. 

Soit le triangle rectangle ABC {fig. 212). Sur les côtés de l'angle 
droit AB,AC et sur l'hypoténuse BC, décrivons, extérieurement au 
triangle, les carrés ABEF, ACGH, BCIJ. 

Du sommet A, abaissons sur BC la perpendiculaire AD qui, pro- 
longée, vient couper IJ en K. Je dis que le rectangle BDIK est 
équivalent au carré ABEF. 

Pour le démontrer, joignons AI et CE. Le triangle ABI a même 
base Bl et même hauteur AL = BD que le rectangle BDIK : il est 
donc équivalent h la moitié de ce rectangle. De même, le triangle 
EBC a même base BE et même hauteur CM = AB que le carré 
ABEF ; il est donc équivalent à la moitié de ce carré. Or les deux 
triangles ABI, EBC sont égaux, comme ayant un angle en A égal 
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(l'angle A du triangle augmenté (l'un angle droit) compris entrecôtes 
égaux chacun à chacun (AB ~- BE et BI = BC). Donc le rectangle 
BDIK est bien équivalent au carré ABEF. 
On verrait de même que le rectangle CDKJ est équivalent !iu carré 




ACHG. Le carré BCIJ, somme des deux rectangles, est donc bien 
équivalent à la somme des deux carrés. 

Bbmarqdb. — Ce théorème revient, au fond, à, celui que nous 
avons démontré au n" 124 ; car les carrés ABEF, AGGH, BCIJ ont 
respectivement pour mesures les carrés des nombres qui mesurent les 
côtés. La démonstration suit d'ailleurs la même marche ; car l'équi- 
valence d« rectangle BDIK et du carré ABEF exprime la même chose 
que l'égalité AB^ = BC-fiD, dont nous nous sommes servis en cet 
endroit. 

EXERCICES 

303. On divise les trois côtés d'un triangle (tans des rapports donnés. Trouver le 
rapport de l'aire du triangle qui a pour sommets les points de division à celle 
du triangle primitif. Examiner le cas où une ou plusieurs des divisions sont 
Gxlcneures. En déduire une démonstration des théorèmes des ii" 192-193. 
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303, Partager un triangle en parties équivalentes par des parallèles à la Ijase, 

301. Partager un Irapè/e en parties équivalentes par des paraKôies aus bases. 

305. On prolonge les rajoas gui vont au sommet du triangle équilaiëral inscrit à 
un cercle jusqu'à rencontre avec h ci iconf tienne qui passe par les sommets du carré 
circonscrit. Les nouveaux points ainsi obtenus torment un triangle équivalent à 
l'hexagone inscrit. 

3I>8. Par chacun des sommels d ui |utii latere, on mène une parallèle à une 
même direction quelconque, jusjui renoitie avec la diagonale qui ne passe pas 
par ce sommet. — Prouver ; 

!■ Que le quadrilatère qui a pour sommels ces points de rencontre est équivalent 
au premier ; 

a° Qu'il est un trapèze ou un parallélogramme en même temps que le premier. — 
Plus généralement, les rapports dans lesquels les côtés opposés prolongés se 
divisent réciproquement, sont les mêmes dans les deus quadrilatères. 

307. Étant donnés, dans un plan, des polygones quelconques, ou mémo, par chacun 
de leurs sommets, une parallèle à. une direction déterminée, sur laquelle on prend 
une longueur proportionnelle à la distance de ce sommet à une droite fixe (dans un 
sens qui dépend du sens de ta distance en question). 

Montrer que les polygones qui ont pour sommets les extrémités des segments 
ainsi construits ont leurs aires proportionnelles à celles des polvgones primiiirs 
{ex. 297). 

Dans quels cas les nouveaux polygones sont-ils équivalents aux anciens î 

B précédent comprend comme cas particulier l'e.ïer- 

AUTRF.s DÉaoNsritATioss DU inÉonÈnE du c.iRRé de l'hïpoiènuse 

309. Dans l'es 
équivalent à la se 

310. Démontrer le théorème du carré de l'hypoténuse à, l'aide du théorème du 
n" 267, en remarquant que le triangle rectangle est la somme des deux triangles 
partiels dans lesquels il est partagé par sa hauteur. 

311. Sur lescfltés AB.ÂC d'un triangle quelconque, comme bases respectives, on 
construit les deux parallélogrammes ABEF, AC6H extérieurs au tiàangle, mais 
quelconques d'ailleurs, et on prolonge les côtés EF, GH jusqu'à leur rencontre en M. 
Montrer que le pavai lélogi'am me qui a pour côtés BC et une droite égale et parallèle 
à AM équivaut à la somme des deux premiers. 

Montrer que le théorème précédent comprend comme cas particulier le théorème 
du carré de l'hypoténuse. 
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CHAPITRE III 

AIRE DU CERCLE 

259. On nomme ai7-e d'un cercle la liraile vers laquelle tend 
l'aire d'un polygone ioscrît ou circonscrit dont tous les côtés 
tendent vers zéro. 

Pour démontrer que cette limite existe et est indépendante de la 
loi suivant iaquelle les côtés tendent vers zéro, on sait une marche 
toute semblable à celle qui a été suivie pour la longueur de la 
circonférence. 

On commence par considérer des polygones réguliers inscrits 
don! le nombre de côtés double indéfiniment et les polygones 
circonscrits correspondants {fig. 168). Dans ces conditions : 

Les surfaces des polygones inscrits vont en croissant; car chacun 
d'eux comprend le précédent à son intérieur. D'ailleurs chacune 
de ces surfaces est moindre que celle d'un polygone circonscrit 
quelconque. 

Donc ces surfaces tendent vers une limite. 

Demémejes surfaces des polygones circonscrits vonten décroissant, 
puisque chacun d'eux est intérieur au précédent. D'ailleurs chacune 
de ces surfaces est supérieure à celle d'un polygone inscrit 
quelconque. 

Donc tes surfaces despolygones circonscrits tendent toutes également 
vers itne limite. 

Ces deux limites sont égales.^ Car le rapport des surfaces d'un 
polygone inscrit et du polygone circonscrit correspondant est égal 
au carré du rapport de similitude, lequel tend vers un (176), 

260. Soit S la valeur commune de ces limites, obtenue en 
partant du carré, par exemple, et considérant successivement les 
polygones réguliers de 4, 8, 16, 32,..., 2"... côtés. Prenons 



y Google 



mainlenaat des polygones inscrits quelconc/un^ a'// c'... {fïg. 169) 
et les polygones circonscrits correspondants A'fl'..., en imposant la 
senle condition que le nombre des côtés de ces polygones augmente 
indéfiniment, de manière que tous les cotés tendent vers zéro. 

La surface d'un polygone inscrit a' V c'..- est plus petite que ^. Car S 
est la limite des polygones circonscrits, tous plus grands queA.'B'... 

S, étant compris entre le polygone inscrit et le polygone cir- 
conscrit, diffère de chacun d'eux moins qu'ils ne diftèrent entre eux. 

Or celle différence tend vers zéro. Elle se compose en effet de la 
somme dos triangles a'b'k', //c'B', .■- ; elle a donc pour mesure : 

^ [a'b'-^'Q. + SV'-B'K + ...) < ^ («'*' + b'c! + ..,.) i 

où A'H, B'K. ... [Ilçi. 169) sont les hauteurs des triangles a'i'A', 
b'c'W, etc., et l désigne la plus grande de ces hauteurs. 

Le facteur alb' -)- b'c' -\- ... tend, comme nous le savons, vers la 
longueur de la circonférence. Quant aux hauteurs A'H, B'K..., elles 
tendent toutes vers zéro. Car les longueurs OH, OA', par exemple, 
tendent toutes deux vers le rayon du cercle et, par conséquent, 
leur différence A'H a pour limite zéro. 

Bonc le théorème est démontré : les aires des polygones inscrits et 
circonscrits tendent toutes vers une limite unique S, qui est l'aire du 
cercle ('). 

261. Théorème. — L'aire du cercle a pour mesure la longueur de 
la circonférence, multipliée par la moitié du rayon. 

Car l'aire d'un polygone régulier a pour mesure le produit du 
périmètre par la moitié de Tapothème. Lorsque le nombre des côtés 
augmente indéfiniment, le périmètre tend vers la longueur de la 
circonférence, l'apothème vers le riiyon. 



(1) Le roiaoniiement B'fltend àdaa courbes c 


onvBxes quelconques, moyeunaat la ccndition 




riaoelo nie (note ) dnn'm), tende vers léro 


avec ia diataDoe o4, et cela indépendammant lii 


i la position &e l'arc ab sur la courbe donnée ; 


condition qui est remplie en mSaie temps que 


la condition analogue indiquée dans la note du 


n» m. On est alors assuré que la différence . 


intro raira d'un polygone inscrit et celle du 




éro avec les c6lés de ces poljgonea. 


Gomme il est indiqué daas la oots en queetio 
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Remarque. — On serait arrivé au même résultai par l'emploi du 
théorème du n" 255 relatif au polygone circonscrit. Le périmètre 
d'un tel polygone tend, en effet, vers la longueur de la circon- 
férence lorsque le nombre des côtés augmente indéfiniment. 

Corollaire- — La surface du cercle de rayon R esi ^W. 
On a bien, en effet ; 



262. On nomme secteur circulaire la portion de plan limitée par un 
arc de cercle et les rayons qui aboutissent à ses deux extrémités. 

L'aire de ce secteur est la limite vers laquelle tend l'aire d'un 
secteur polygonal inscrit lorsque tous les cotés de la ligne brisée 
correspondante. diminuent indéfiniment. L'existence de cette limite 
s'établit comme pour l'aire du cercle. 

Théorème. — L'aire d'un secteur circulaire est égale à l'are qui lui 
sert de base, multiplié par lamoilié du rayon. 

Car le périmètre de la ligne brisée régulière inscrite, lorsque le 
nombre des eûtes augmente indéfiniment, tend vers la longueur 
de l'arc, et son apollième (end vers !e rayon. 

Corollaire. — La longueur de Turc de m" n'p", sur la circonfé- 

pence de r»son K, étant ^^ (m + ^ + jlj) , I. snrf.ce du 

secteur circulaire correspondant sera 



3150 \ ^ GO ^ 36Û0; 



263. Aires limil6cs par des arcs de cercle. 

On nomme segment de cercle (/îjr. 213 et 214) l'espace compris 
entre un arc et sa corde. 

Il est clair qu'on obtient l'aive d'un segment eu retranchant du 
secteur correspondant au même arc le triangle qui a pour base la 
corde et pour sommet le centre du cercle, si l'arc en question est 
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moindre qu'une demi-ci rconférencc [jig. 213), et en ajoiUanl ce 
même triangle dans le cas contraire [fig. 214). 
Plus généralement, la mesure d'une aire limitée par des arca de 




cercle se ramène h. celle d'une aire polygonale par l'addition ou la 
soustraction de secteurs ou de segments. 

Par exemple, l'aire curviligne ABCD [fig. 215) est égale à celle du 
quadrilatère ordinaire ABCD, diminuée des segments AB.BCel 
augmentée des segments CD, DA. 

En résumé, nous savons trouver l'aire de toute portion de plan 
limitée par des droites ou des arcs de cercles. 



I^XERCICES 

312. Quel est le rayou tlii cercle qui a pour surface l"i'! 

913. Quel est le rayon du cercle dans lequel le secteur dont l'angle csl de 00° a 
pour surface 1°'? 

314. Quel est le rayon ilu cercle dans lequel le segment compris entre l'ai'o de 60° 
et sa corde a pour surface l"!? 

315. La surface de la couronne circulaire comprise entre deu\ circoutérences 
concentriques est égale à celle du cercle qui a pour diamètre la corde de la plus 
grande tangente à la plus petite. 

31G. B et D sont deux points pris sur le quart de circonférence AC à égale 
distance de ses extrémités : si de ces deux points on abaisse sur le rayon OC les 
perpendiculaires BE, DF, le trapèze niisliligne BEDF est équivalent au secteur OBD. 

317. Sur les côtés de l'angle droit et l'hypoténuse d'un triangle rectangle comme 
diamètres, on décrit des demi-circonférences; le» ileu\ premières extérieurement 
au triangle, la troisième, au contraire, du même côté que le tirangle. Montrer 
que la somme des deux lunules ou croissants compris entie chacune des petites 
circonférences et la grande est égale à la surface du triangle 

316. Sur le cflté AB du carré inscrit à un cercle de centre comme diamètre 
extérieurement au cercle, on décrit une demi-rirconféi ence Le rayon OMN coupe 
cette demi-circonférence en Net le cercle primitif en M. Monîier que le triangle 
curviligne compris entre la droite JIN et les arcs de cercle MA, NA est qriarratle, 
c'est-à-dire qu'on peut trouver le côté du carré qui lui est équivalent. 
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CHAPITRE IV 



CONSTRUCTIONS 



264. Problème. — Construire, sur une hase donnée^ un triangle 
équivalent à un triangle donné. 

La hauteur du triangle cherché est évideminont une quatrième 
proportionnelle à la base donnée, à la base et à la hauteur du 
triangle donné, puisque quatre nombres tels que le produit des 
extrêmes soit égal au produit des moyens forment une proportion. 
Une fois cette hauteur trouvée, on la portera sur une perpendi- 
culaire quelconque à la base donnée, et l'on aura ainsi le sommet 
d'un des triangles [en nombre infini) qui satisfont à la question. 

Il est, d'ailleurs, clair que l'ou peut, de même, trouver un 
triangle équivalent à un triangle donné et ayant une hauteur donnée. 

265, Problème. — Construire un triangle équivalent à un polygone 
donné. 

On décomposera le polygone en triangles, auxquels on donnera 
même base, à l'aide de la construction précédente. Un triangle 
ayant cette même base et une hauteur égale à, la somme des 
hauteurs des triangles partiels sera équivalent à la somme do ces 
triangles, c'est-à-dire au polygone donné . 

Cette construction peut toutefois être 
considérablement abrégée, ainsi que 
nous allons le faire voir en supposant, 
pour simplifier, le polygone convexe. 

Soit le polygone ABCDE {fig. 216). 
Menons la diagonale CE qui joint les 
deux sommets adjacents au même som- " ^ f -r " 
met D et, par ce sommet D, menons la 
parallèle DD' à CE, jusqu'à rencontre en D' avec le cOté AE 
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prolongé. Le triangle CED' étant équivalent au triangle CED (250) 
et, par conséquent, le polygone ABCD' au polygone ABGDE, nous 
avons remplacé le polygone donné par un polygone équivalent et 
ayant un côté de moins. Nous continuerons ainsi jusqu'à ce que 
nous soyons arrivés à un triangle. 

Problème. — Construire un carré équivalent à vn polygone donné. 

Le coté du carré cherché sera moyen proportionnel entre la base 

et la demi-hauteur du triangle fourni par la construction précédente. 

266. Problème, — Consli'uire^vn polygone équivalent à un polygone 
donné et semblable à un autre polygone donné. 

Soit à construire !e polygone P semblable au polygone donné P' 
et équivalent au polygone donné P,. 

Soit a' le côté du carré équivalent à P', a îe côté du carré 
équivalent à P^ ces côtés étant obtenus ainsi qu'il vient d'être dit. 
Le rapport des surfaces des polygones P' et P,, c'est-à-dire le 
rapport des surfaces du polygone P' et du polygone cherché est 






Par conséquent, si A'B' est un côté quelconque de P', le côté 
correspondant AB du polygone cherché est donné par la proportion 



On le trouvera donc par une quatrième proportionnelle (151) et 
on sera ramené à la construction du n" 152. 

267. Le célèbre problème de la quadrature du cercle consiste 
à trouver le côté du carré équivalent à un cercle donné. 

Ce côté, d'après ce que nous savons sur l'aire du cercle, est 
moyen proportionnel entre le rayon et la demi-circonférence, et le 
problème serait résolu si l'on connaissait celle-ci. 

Inversement, si l'on connaissait le côté du carré équivalent au 
cercle, la demi-circonférence serait une troisième proportionnelle 
au rayon et à ce côté. 

Le problème de la quadrature du cercle revient donc absolument 
à celui dont nous avons parlé au n^ 184 : Construire la longueur 
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d'une circonférence de rayon donné. Ainsi que nous l'avons dit, ce 
problème, et par conséquent le problème de la quadrature du 
cercle, ne peuvent être résolus à l'aide de la règle et du compas. 



EXERCICES 



319. Conslriiire un rectangle, connaissant son iiérlmètre et sa surface. 
Quel est le plus grand rectangle de périmètre donné? 

3Î0. Inscrire dans un cercle un rectangle d'aire donnée. 
Quel est le plus grand rectangle inscrit à un cercle donné (')î 

331. Diviser un triangle en parties équivalentes par des droites de direction 
donnée. 
Même problème pour un polygone quelconque. 

32i. Diviser un quadrilatère en parties équivalentes par des droites issues d'un 
sommet. ^Démontrer qu'il suffit de diviser en parties égales la diagonale qui ne 
passe pas par ce sommet et de mener par les pointe de division d 
l'autre diagonale, jusqu'à rencontre avec le périmètre du polygone. 



1 parties éi^uivalentes, par des droi 



FROBLEAIES 

PROPOSÉS SUR LU QUATRIÈME LIVRE. 

33i. >l on trer qu'on peut remplacer les énoncés de l'exei 
vrais, quelle que soit la position du point dans le plar 
céder l'aire d'un triangle du signe + ou du signe —, suivant son sens de rotation. 

3Î5. Si deux polygones sont homolhéliques directs, le plus grand comprenant le 
plus petit à son intérieur, lout polygone à la fois inscrit dans l'on et circonscrit à 
l'autre a une aire moyenne proportionnelle entre celles des deux premiers. 

(1) Pour la solution algébrique du même problSniB, roir Bouriel, £efo»s dÀIgébte éléaie»' 
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326. Trouver le rapport de l'aire d'un triatiRlfi à celle du tr 
les médianes du premier. 



337. On mèue, par deux sommels, d'un, triangle, <les droites divisant les côtés 
opposés dans des rapports donnés. Trouver les rapports mutuels des différentes 
parties en lesquelles se trouve Mnsi partagée l'aire du triangle. 

338. On mène, par les trois sommets d'un triangle, des droites qui divisent les 
câtés opposés dans des rapports donnés. Trouver le rapport de la surface du triangle 
formé par ces droites à. la surface du triangle primitif. — DiJduire de là le théorème 
des n" 197 198 qu' 1 ne la o J'f po j 1 t s Ir te passent par un 
même po n 

i'>9 Par un po m ion é d<t s u angle me er une sétante qu torme avec les 
côtés de 1 angle un tr angle de surface do ée commence a jar tracer un 
paial élogramme ayant de ï de se ât s u ant le côté e a gle donné, un 
tro s ène passan par le po nt don é et ay a e don e La sécante cherchée 
devra détacher de ce parallélogramme un triangle équivalent à la somme de ceuY 
qu'elle forme afec ses côtés, extérieurement à lui.) 

330, Parmi toutes les droites qui passent par un point donné à l'intéi'ieur d'un 
angle et qui coupent ses côtés (et non leurs prolongements), laquelle forme le plus 
petit triangle? 

331. Parmi tous les polygones d'un même nomtjre de côtés inscrits à un. même 
cercle, le plus grand est le polygone régulier ('). 

n côté, la hauteur correspondante et lo 
1 Irapése dont on connaît un angle et la 



334. Un triangle et un parallélogramme ont une même base, un angle à la base 
égal et même surface. Décomposeï' l'un de ces polygones en deux parties qui 
autrement assemblées, donnent l'autre. 

335. Deux triangles ont même base et même hauteur. Décomposer l'un d'e«\ en 
parties qui, autrement assemblées, donnent l'autre. (Ramener à la question analogue 
relative aux parallélogrammes, h l'aide de l'exercice précédent.) 

336. Sième problème pour deux triangles équivalents quelconques. 

337. Même problème pour deux polygones équivalents quelconques. 



côté du polygone régulier ïneorit, on auRDionta l'air»: et» su oftoctuanl oebte opération autant 
do fois qu'il est aéo8saairo pour remplacer le polygone primitif par le polygone l'^gulier, on 
a)}l;ieudra la concineion cherohés. 
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338. Quatre points A, B, G, D étant donnés, !e produit de l'aire du triangle BCD 
par la puissance du point A relative ait cercle circonscrit à ce triangle est égal aux 
produits analogues formés avec le point B et le triangle CAD, ou avec le point C et le 
triangle ABD, ou avec le point D et le triangle ACB, 

Montrer qu'on peut considérer ces égalités comme vraies en grandeur et en signe, 
en adoplant la convention de l'exercice 33J. 

. 339, L'un quelconque des produits formés dans l'exercice précédent est égal ù 
l'aire d'un triangle dont les côtés seraient mesurés par les produits AB-CO, AC-BLi, 
AI>.BG (n- 238, ex. 270 his). 

310. Décomposer un triangle en triangles isoscèles. 
Même problème pour un polygone quelconque, 

311. Évaluer l'aii'e du triangle formé par (rois arcs de cercles de même rayon R, 
se coupant mutuellement à angle droit. 

31S. Si deux triangles sont symétriques l'un de l'autre par rapport au centre du 
cercle inscrit commun, les aires des huit triangles que forment entre eux leurs côtés 
ont pour produit la seizième puissance du rayon de ce cercle. 
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NOTE A 
SUR L« «lÉTHODE EN GÉOUIÉTRIE. 



268. Nous voudrions rassembler, sons ce titre, quelques conseils que 
nous croyons utiles pour l'intelligence des malEiématiques en général et, 
en particulier, pour la résolution des problèmes. 

L'élève doit, en eiFet, se persuader qu'il ne pourra recueillir quelque 
fruit de ses études mathématiques , ni même les poursuivre sans efforts 
eiagérés et se faire une idée juste de ce qu'est la géométrie, s'il ne parvient 
non seulement à comprendre les raisonnements qui lui sont exposés, 
mais encore à en construire d'autres par lui même, a tiouvei, dans une 
mesure plus ou moins étendue, des demon^tlatlons de théoiemes on des 
solutions de problèmes. 

Contrairement à un préjugé trop enracmé, ce résultat peut Stie attemt 
partout le monde, ou du moins par tous ceux qut s astreindront a rélle- 
chiret à diriger méthodiquement leurs réllesions. Les préceptes que nous 
allons indiquer relèvent du bon sens le plus vulgaire. Il n'est pas un d'entre 
eux qui ne puisse sembler au lecteur une pure banalité, CependanI, l'expé- 
rience le montre, l'oubli de l'une ou de l'autre de ces règles évidentes est 
ta cause à peu près unique des difficultés qui se présentent dans la réso- 
lution des problèmes élémentaires ; et il en est encore ainsi, plus souvent 
qu'on ne serait tenté de le croire, dans des recherches ayant pour objet 
des parties plus ou moins élevées de la science mathématique. 



269. Démontrer un théorème, c'est passer, par la voie du 
de l'iijpolhèse à la conclusion. 

Dans le théorème Jlivre I, n' 36] : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est également distant des deux cfilfs 
de cet angle, 
L'hypothèse et la conclusion sont : 

Hypothèse \ Si le point M esl situé sur la bissectrice de l'angle BAC 

( ifig- 35}. 
Conclusion : Alore il sera également distant de AB et de AC. 
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Nous avons h déduire celle-ci de celle-Jà, i tran^pimer les propriPlf^^ 
énoncées dans l'hypothèse de manière à en dégager celles qui cnnsUlueiit 
la conclusion. 

Il est évidemment nécessaire, avant tout, de savott très ejaUement 
qvelle est Pkypotkèse et quelle est la conclusion d'un théortme qut 1 on veu t 
démontrer: l'élève devra donc, tout d'abord, s'esercer a les tiioïKPi '-ins 
aucune hésitation 

270. Mais il y a plu-i, et nous pouvons faire dès à présent nne première 
remarque impoi tante Dans toute démonstration, on se propose de faire 
voir que la conclusion a lieu en supposant vraie l'hijpotkêse. Si l'on ne consi- 



dérait pas celle ci comme certaine, i 
celle-ia. Ainsi, dans l'exemple 
n'était pas sur la bissectrice, ne 
distant des deux côtés. 

Or il est clair qu'il ne servirait à r. 



lurerait plus l'exactitude de 
i numéro précédent, si le point M 
ns (n° 36) qu'il ne serait pas équi- 



e supposer qu i 



i fait a lieu, 



raisonnement ne portait pas trace de cette supposition, si ce fait n'était 

pas utilisé à un moment quelconque. Nous voyons donc qa'il faut faire 

intervenir daiis le raisonnement l'hypotliêse et même , en général, tiitite 
l'hypothèse. 

271. Nous reviendrons un peu plus loin sur la règle précédente. Aupa- 
ravant, nous devons en formuler immédiatement une autre tout à fait 
analogue, mais sur laquelle il y a lieu, d'appeler tout spécialement l'atten- 
tion, car elle est, malgré son absolue nécessité, une de celles qui sont le 
plus fréquemment méconnues. Elle est relative h la définition des leimes 
employés. 

, B'une part, en effet, il est évident qu'on ne saurait raisonner sur des 
notions qui n'ont pas été définies; el, d'autre 
part, comme tout à l'beute, il est clair qu'il 
revient au mémo d'ignorer une définition ou 
de ne pas la faire intervenir dans le raison- 
nement. 

Nous voyons donc qu'il convient, avant tout, 
de se reporter à la définition de toute notion 
(n\ présence de laquelle on est mis. 

Exemple. — Soit encore le même théorème : 

Tout point silué sur la Itîssectrice d'un angle est 
f!)ttiemenl distant des deux côtés de cet angle. 

Nous devrons nous poser, dès iabord, les ques- 
tions suivantes : 

Qu' exprime- 1- on en disant que ladroite MA(fig. 35) 
est bissectrice ? 

RÉPONSE. — Qu'elle divise l'augle A en deux parties égales. 
Qu'est-ce que la distance du point M à ladroite ABt 
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RÉPONSE. — C'est la. longueurde !a perpendiculaire abaissée di 
Et notre énoncé deviendra 



alAD =MAE;' 

MD est perpendïculairo si 

ME est perpendiculaire su 



Nous espérons, par cet exemple, avoir fait suffisamment comprendre le 
sens de cette régie, que Pascal met à la base de toute logique ; 
Il faut substituer les définitions à la place des définis (■>. 

272. La définition d'un même terme peut souvent revêtir plusieurs 
formes, entre lesquelles on doit choisir la plus m d p I but que 
l'on a en vue. Ainsi, on peut encore définir ia b t e d i an 1 AH 
comme la droite qui fait avec l'un des côtés un a f,l éf,al 1 n t lu 
premier. 

Cette manière de formuler la définition ne s t pa a ant u p ur 
le théorème précédent ; c'est elie, au contraire, qu u a dé n- 

trer, par exemple, le théorème du u° 17 {liv. I). 

Certains théorèmes permelleiit de remplacer, de la même façon, une 
définition par une autre équivalente. C'est ainsi que la définition primi- 
Uve des parallèles (n" 38) n'est plus employée à partir du n" 39, oïl on 
apprend à la remplacer par la suivante, qui revient exactement à la pre- 
mière : Deux parallèles sont deux droites qui forment avec une même sécante 
deux angles altemes-inlernes égaux {ou deux angles correspondants égaux, ou 
deux angles intérieurs du mime cété su-p'plêmentaires). 

273. La règle énoncée plus haut est peut-être la plus importante do 
celles dont nous avons à nous occuper ici. La portée en apparaîtra si 
l'on songe qu'un f^rand nombre de constructions auxiliaires, quelquefois 
arbiti-aires en apparence, en sont une conséquence directe. 

Pour n'en citer qu'un exemple, c'est ainsi que, dans le commencement 
du 11° livre, lorsqu'on a à raisonner sur un point quelconque d'une circon- 
féreuoe, on commence toujours par joindre ce point au centre. Le lecteur 
qui aura réfléchi aux remarques précédentes comprendra que cette 
construction n'a rien d'artiflciel et doit apparaître immédiatement comme 
nécessaire. Elle dérive en effet de la définition de la circonférence, d'après 
laquelle, pour exprimer qu'un point M appartient à une circonférence de 
centre 0, on doit exprimer que la distance OM est égale au rayon de cette 
circonférence. 

A partir du chapitre V (n" 73 et suiv.) on voit les choses changer ; il 
n'arrive plus toujours que l'on joigne au contre d'une circonférence les 

|1] Il est même nécessaire, on génér»1, d'utiliser toutes les parliea to la diîfinition. loraqn'il 

a l'hjpoihèse (u» aïS). ■ ' ■■ ' 
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pointa de cetle ligne sur lesquels on doiL raisonner. C'est que nous avons 
appris alors à remplacer la définition primitive de la circonférence par 
une autre, celle qui a été donnée au n° 82 Ms et d'après laquelle, pour 
exprimer qu'un point M appartient à une circonférence, on peut le joindre 
à trois points A, B, C, de cette courbe et exprimer que le quadrilatère 
ABCM remplit l'une des conditions d'inscriptibilité énumérées au n' 81. 
Dès lors, dans tout raisonnement où intervient une circonférence, on a ie 
choix entre les deux définitions : c'est l'une ou l'autre qui est employée, 
suivant.lesoirconstances('). 

274. Après avoir pris la précaution dont nous venons de paiiar, il 
s'agit, comme nous l'avons dit, de transformer les données de l'hypothèse 
de manière à mettre en évidence la conclusion. 

Dans ies cas les plus simples, on aperçoit immédiatement un théorème 
permettant d'opérer cette transformation. 

EïEMPIB. — L'hypoihèse dont il est question au n° 271, fournit immédiatement 
la conclusion correspondante par l'intermédiaire d'un cas d'égalité des triangles 
rectangles. 

Dans d'autres cas, au contraire, il faudra passer par un ou plusieurs 
intermédiaires. On pourra chercher, par exemple, à donner à l'hypothèse 
une autre forme se rapprochant le plus possible de la conclusion, 

Exemple. — Soit à démontrer le théorème (n" 25) : 

Dans lout tiHangle, à un plus grand côté est opposé un plus grand angle. 
Ayant à exprimer que AB est plus grand que AG, nous prenons sur AB la longueur 
AD = AC, de sorte que le point D est entre A etB. L'hjpotliése et la conclusion sont 



(I) 



Hypothèse 
Conclusion 



i AD est le prolongement de DB, 



e sont égaux, permet alors 




(II) Uypolhcg. 

Conclusion : 
ou plus simplonioni 

(III) Hypothèse. 

Conclusion: 



( DA est le prolongement de DB, 
( ADG:^ACD. 
ACB = ADC + UCB>ABC, 
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evideol, li'api'ùs le théorème sur l'atiglo extérieur au ti-iangle (mêrii 



Nous sommes, on le voit, ai'rivés à un résultat par une série de transfor- 
mations suecesstves. 

275. C'est dans chacune de ces transformations qu'il convient pai'ticu- 
lièreinent de ue pas négliger l'application de notre première règle (n° 270} 
et d'esaininer si aucune partie de l'hypothèse n'est restée inutilisée ou n'a 
été abandonnée. On s'assurera qu'il en est ainsi en chercliantsi la noii- 
yelle hypothèse revient exactement à l'ancienne, lui est entièrement 
équivalente. 

E M E. — Dans l'exemple précédent, lafovme(n)derhypolhè5eest absolument 
é ) 1 te à la forme (I] ; c'est-à-dire que si l'hypothèse (I) est vérifiée, il en est 
d è de l'hypothèse (II) et réciproquement. En effet, la seule dilTérence 

l ce que l'égalité AC= AD a été remplacée par ADC =ACD, Or nous 
q l'une quelconque as ces deux condiiionseniratne l'autre. L'hypothèse (II) 
p t d être absolument substituée à la première : se :ionner l'une ou se donner 
l'autre, l'evieiil au même. 

Quoiqu'il puisse arriver qu'un élément de l'hypothèse soit abandonné 
sans inconvénient ('], ce n'est pas ce qui a lieu en général (^] ; et 
lorsqu'on se trouvera arrêté dans le cours d'une démonstration, on devra 
se demander si cette impossibilité d'arriver au but n'est pas due à ce qu'on 
a perdu, chemin faisant, une partie de l'hypothèse donnée. 

EvKjipLE. — Soit à démontrer le théorème suivant : 

M éimil un point dans le plan d'un ti-iangle ABC, on fait l'angle B A P = M AC 
(ûg. 218) el on prend la longueur AP = AM; on fait de même CBQ ^ MBA, 



/ Dxest leprolongemeat de DB; 

1 il exisletar D* un point tel. que le Iriungle qui a ee point poia- sommet et DC poiu' 

( base ait se, angles à la base égaux. 



(III) Djt est le prolongement de DB 

Donc rhypothèse (III) peut avoir lieu sans que rtij-pothèse (II) soit vFaie. 

(î) On s'attaoha prficia^ment a donner aux énoncés dea formas (elles, qno l'hypotlifiac 
contienne aucun élément inulile. Dans les recherches plus élevées, el surlout dans 
appljeations dus mathéniatiqaas, la plus grande difflcuUd consiste soiirent à recuiinsil 

quelles sontj parmi les données de la quaslion, celles que l'on doit iitilisar. 
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Bn = BlI t 4 C H = Ml E ( = M Les points M, P, Q, R s 




angles BAP, SÎaC, il en est 
trique de M par rapport à d, ; 
l)is9ectrice if,de l'angle B; et] 
de l'angie C. Nous somme 



(11) Ilvpotlics 
Conclu sic 



l IJAr= SlAC; AP — AM; 

(Ij Hypothèse.! ÊBQ'=iiBA ;BQ = BM; 

\ ACK — MCB; CH = CM. 



b it rf, la bissectrice <îe l'angle A : les deux 
ôt s AB.AC sont symétriques par rapport 
à cette liroite, et à cause de l'égalité des 

e même de AM, AP. Donc le point P est le symé- 
î même, est le symétrique de M par rapport à la 
le symétrique de M par rapport à la bissectiice rfj 
!S donc tentés de transformer ainsi l'hypothèse : 

ist le symiïlrique do M par rapport à la droife rfj 



M, P, Q. B SI 







forme de l'énoncé, il serait impossible d'arriver à une 
démonstration; en effet la proposition, ainsi for- 
mulée, est fausse. Il n'est pas vrai qu'un point 
quelMinque M et ses symétriques P, Q, R par 
rapport à trois droites quelconques soient sur un 
même cercle. C'est ce dont on se l'end compte à 
la simple inspection de la figure 919 ; ou encore, 
en remarquant que trois points quelconques P,Q,Il 
peuvent être regardés comme les symétriques 
il'un point quelconque M par rapport à trois 
droites rfi, dt, d,, à savoir les perpendiculaires 
ans milieux cie MP, MO, MR. 
Nous avons donc commis une faute en substi- 

^'°- tuant la forme (II) de l'énoncé, à la forme (I). 

Cette faute tient à ce que les trois droites d,, 

pas quelconques : ce sont les bissectrices des angles du triangle 
telles, elles concourent en un même point. La forme correcte de 



transformée est donc(') 



.rique lie Bl par rapport à la droite dj; 



n même point 

t que les quatre 
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276. Au lieu de Iransformer l'hypothèse pour la rapprocher de la conclu- 
sion, il y aura souvent avantage à opérer d'ahord sur celle-ci, et à s'efforcer 
de remplacer la conclusion primitive par une autre qui entraîne la pre- 
mière et qui se déduise plus aisément de l'Iiypothése. 



Si d'art point M, siiué sur la cii'- 

ABC, un abaisse des perpendiculaires 
MP, aiQ, MR sur tes trois câUs, les 
pieds de ces perpendiciilaires sont en 
ligne droite. 

Noua démontrerons que las points 
P, Q,R (pg. Ï20) sont en ligna droite 
si nous démontrons que, en joignant 

PQ, PR, les angles BPR, CPQ, qui 
ont la position d'opposés par i( 
mat, sont égaux. Dor 
étant 




Hjpothéso : 



,' Las poinls A,B,C,M sont si 
J MP,MQ,MB, sont respectivi 
' CA,AB, 



nous pouvons donner à 
Conclusion ; 
Mais (81], en raison des anglt 



conclusion la form 
aPR=^P^. 



B droilsBRM, ÊPM, le quadrilatère BKPM est 

inscriptiWe et domie BPR = BMR: de même le quadrilatère CQ3JP est inscrip- 

tible et donna CPQ = CMQ. Il nous suffira donc d'établir (moyennant la mflma 
hypothèse), la conclusion 

Conclusion: BMR = CMQ. 

La conclusion primitive a donc été remplacée par une autre, dont la dérnonstra- 
ticn est plus simple et sera trouvée aisément par le lecteur ('). 

Il estclair que, dans cette nouvelle manière de procéder, on devra prendre 
une précaution analogue à celle que nous avons recommandée dans la 
première, et s'assurer que l'on ne cherche pas à démontrer plus que la 
concfusion donnée, à moins que l'on n'ait des raisons de croire que cette 
conclusion plas étendue que la première est encore exacte. 

277. Il convient, à présent, de revenir sur une remarque importante que 
nous avons dû laisser de côté en commençant et que, cependant, l'on doit 
appliquer dès la lecture de l'énoncé donné. 
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II est à ohscrver, en effet, que beaucoup Je théorèmes sont susceptibles 
d'être énoncés sous plusieurs formes différentes. Nous en avons signalé des 
exemples dans le texte. 

Exemple l. — Nous avons remarqué au numéro 32 que la proposition : 

Tout point équidiitant de deux points A,B est sur la peipendicaluire au milieu 

Je AB 

peut encore s'énoncer ; 
Tout point qui n'est pas sw ta perpendiculaire au milieu de AB est iiiitçittlemerd 

distant de A etde'S. 

Nous avons vu qu'ily a là une remarque générale : la proposition contraire 
d'une proposition quelconque équivaut à la réciproque de la même propo- 

C'est dans le même ordre d'idées que rentre le mode de démonstration 
dit parraftsMi'rft'et qui consisie à montrer qu'en supposant en même temps 
l'hypothèse vraie et la conclusion fausse, on est conduit à une contradiction. 

EïEMPLE 11. — L'énoncé (n- 23) : 

La bissectrice de Pani/le au somtnet d'un triangle isoscele est perpendiculaire à la 
base et la divise en detix parties égales 
revient, nous l'avons vu [') à l'im quelconque des suivania ; 

La hauteur abaissée du sommet toinbe au milieu de la base et divise l'ongle au 
soinmel en deux parties égales ; 

La perpendiculaire élevée au milieu de la base passe par le sommet et est 
bissectrice de Fangte ausotnmet ; etc. 

Il est clair que cet exemple, comme le précédent, représente un fait 
général; nous avons retrouvé le même fait, par exemple, au n" 62, liv. II. 
D'ailleurs on le rencontre dès les premiers commencements de la géo- 
métrie. La démonstration du n" 15 (réciproque du théorème du n° 14) n'est 
évidemment qu'une remarque de celte espèce. 

Ces deuï catégories générales de cas où un énoncé peut être remplacé 
par un autre équivalent ne sont d'ailleurs pas les seules; la réflesion devra, 
daus chaque circonstance particulière, faire trouver les différentes formes 
que peut prendre une même proposition. Il est évidemment essentiel de les 
passer en revue, afin de choisir celle qui se prête le mieux à la démons- 
tration, en un mot de se poser la question de manière à en rendre ta solution 
le plus aisée possible. 

.278. Cette dernière observation termine l'exposé des règles fondamentales 
que nous nous proposions d'indiquer. Il seia utile d'étudier, au point de 
vue de l'application de ces principes, les démonstrations données dans le 
texte et de se poser, par exemple, des questions telles que les suivantes ; 

Pour (îémonlrer ie théorème sur les médianes d'un triangle (55 bis), nous avons 
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pris les milieux de BG et <Je CG (fig. 53). Devait-on logiquement songer à cette 
construction? — Pourrait-on la remplacer par d'autres (')? 

— Peut-on remplacer l'énoncé du numéro 55 (droite qui joint les milieux des 
côtés d'un triangle) par un autre équivalent? — Pourrailron démontrer directement 
ce dernier énoncé? 

— Dans rexerotce 8, les deux parties de la conclusion à démontrer supposent-elles 
toutes deux le point donné intérieur au triangle? — La réponse à celte question 
indique-t-elle quel théorème doit être invoqué pour la démonstration (ie cliacune 
des deui parties ? 

— Dans les démonstrations du n" 27, à quel moment est-il fait usage de ce f.iit que 
le polïgone enveloppé est convexe 7 

Etc., etc. 



h). LIEUX GÉOMÉTniQUEg. — PROBLÈMES I)E CONSTRUCTION. 

279. Ce que nous venons de dire, relativement aux théorèmes à démontrer, 
nous dispense d'insister longuement sur les autres formes de questions 
possibles, dont la solution doit être cherchée d'après les mêmes principes, 
comme nous allons le voira propos des lieux géométriques et des problèmes 
de construction. 

Lieux géométriques. — Nous avons, dans le texte, appris à trouver un 
certain nombre de lieux géométriques : lieu des points équidistants de 
deux points donnés, ou de deux droites données, lieu des points situés à 
une dislânce donnée d'une droite donnée, etc. 

D'autres lieux géométriques sont évidents par eux-mêmes; par 
exemple, un point tel, que la droite qui le joint à un point (îxe A soit paral- 
lèle à une droite fixe œy, a pour lieu la parallèle à xy menée par A. 

D'après cela, si on donne une propriété d'un point H, ou plus généralement 
les propriétés d'une figure variable dont fait partie ce point, on trouvera 
le lieu de M en transformant les propriétés données en d'autres auxquelles 
correspond, pour ce point, un lieu connu. 

Nous sommes donc ici en présence d'une question tout analogue à celle 
qui se posait lorsqu'on demandait la démonstration d'un théorème. Il 
s'agissait alors, eu effet, de déduire d'un ensemble de propriétés donné 
(l'hypothèse) un autre également donné (la conclusion). C'est encore une 
transformation de cette espèce qu'il s'agit d'opérer. La seule différence est 
que,cettefois, si lepoint de départ est donné, le point d'arrivée, la conclusion 
ne l'est pas : on sait seulement qu'elle doit être de nature à fournir le lieu 
cherché. (II est clair qu'il faudra surtout rechercberles propriétés communes 
aux différentes positions de la figure mobile et, en particulier, les éléments 
de cette flgure qui restent invariables lorsqu'elle se déplace.) 

La marche à suivre est donc la même que dans le cas précédcnl, et nous 
n'aurions qu'à répéter ici les préceptes formulés tout à l'heure, 

(1) Une de eelles-oL est donnée ilana l'esoreLce 37. 
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L'un d'eux s'applique même ici plus slricteoient que lorsqu'il s'agissait de 
théorèmes à démoittrev. Nous avons vu que, dans celte dernière catégorie 
de questions, il pouvait arriver qu'une partie de l'hypothèse donnée fût 
abandonnée dans les transformations successives. 11 ne pourra jamais en 
être ainsi dans la recherche d'un lieu géométrique, puisque le lieu cherché 
doit contenir les points qui possèdent les propriétés données et rien giw 
ceux-là. On devra donc toujours assurer que la conclusion est exactement 
équivalente à i'hjpothèse. 

C'est ce que nous avons fait pour la plupart des lieux obtenus dans le 
texte (voir : n"33, 36, 77, e[c.!;aousne nous sommes dispensés d'indiquer 
cette seconde partie du raisonnement que dans certains cas où elle était 
assez aisée à suppléer pour qu'il fût inutile d'insister. 

280, Problèmes de construction. — Supposons, en second lieu, qu'il 
s'agisse de construire une ligure d'après des conditions données. La réponse 
à une telle question est de nature très différente, suivant que les condi- 
tions données sont ou non en nombre exactement suffisant pour déterminer 
la figure inconnue. 

Exemple. — 1° Soit à cotialruire tme droite tangente à une circonférence 
donnée. 

La tangente en un poiot quelconque de la circonférence donnée répondra à la 
question. Il y a une inllnité de solutions ; les conditions données ne suffisent pas 
pour déterminer la figure. Le problème est dit indéterminé. 
a° Soit à ooTislruire une droite tangente à deux circonférences donnée 
Il y a, comme on volt, une condition de plus que tout à l'heure. C t f s I 
problème e^l déterminé : il y a quatre solutions (au plus) (n* 03). 
3° Soit à eonslruire une droite tangente à trois circonfé'ences données 
En généralil n'y aura aucune droite répondant à laquestlon. Car les iJeii\ ) remièie 
circonférences admettent quatre tangentes communes (au plus), de s lEe [ib Ii 
droite cherchée ne pourra être qu'une de ces quatre ; mais la troisième c rconfé 
rence, donnée arbitrairement, ne sera en général tangente à aucune de res quat e 
droites. Le problème est donc, saut dans des cas particuliers, impossible. Il y a ' o/ 
de conditions imposées à la figure cherchée. 

Eu général, les problèmes proposés à l'élève seront des problèmes 
déterminés. 

281. Souvent la résolution du problème revient à la construction d'un 

ExEHl'LB I.— Faire passer une circonférence par trois 'points donnés (n" 80]. 
Il suffit de déterminer le centre. 



EsEïPLE II. — Construire un triangle, connaissant un côté, Vangte opposé et la 
hauteur eorrespondonle. 

Ayant placé n'importe ou le côté donné, il n'y a plus à trouver que le sommet 
opposé. 

Dans ce cas, la méthode employée généralement est la construction par 
intersection de lieux géométriques, qui coasiste & iédaÎTe des données deux 
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lignes sur lesquelles doit se trouver le point inconnu : l'intersection des 
deux lignes fera connaître ce point. 

EïEMPLE I. — Pour trouver le centre de ta circonférence gui passe par trois 
points donnés A.,B,C, il nous a suffi de remarquer que la condition il'être équidistant 
de A et deB fournissait un premier lieu géométrique de ce point, la conditiou d'être 
équidistant de A et de Gun second lieu. 

EïBUPLB H, — Pour construire an trimg/e ABC, comiaiesant un côté BC, l'angle 
opposé A et la hauteur correspondante, ayant placé le côté BC, on aura pour lieux 
du point A ; 1" un segment capable de l'angle donné, décrit sur BC comme corde ; 
2' une parallèle à BC, à. une distance de cette droite égale à la hauteur donnée . 

Appelons condition simple imposée à un point foute condition telle, qu'il 
existe une ligne Heu géométrique des points qui y satisfont. Un point est 
dès lors déterminé par deitœ conditions simples, et si l'on connaît les deux 
lieux correspondant à ces deux conditions ('), on trouvera le point cherché 
par leur intersection. 

282. Outre les problèmes de construction traités précédemment dans Je 
teite, on voit qu'il en existe beaucoup d'autres dont la solution s'obtient 
aisément, soit par l'intersection des lieux géométriques, soit autremenl. 
Mis en présence d'un problème quelconque, on cherchera à transformer les 
données de ce problème de manière à le ramener à une de ces questions 
qu'on sait résoudre ; par exemple, de manière à en déduire deux lieux 
géométriques d'uii même point lié à la (Igure cherchée. 

Ainsi l'on considérera une figure, laquelle sera supposée vérifier les 
conditions données (*] et ces conditions serviront d'hypothèse; mais, 
comme précédemment pour les lieux géométriques, il faudra trouver 
soi-même la conclusion. 

Ces fois encore, les règles générales à observer sont les mêmes que dans 
la démonstration des théorèmes. Comme pour les lieux géométriques, il 
faudra que la conclusion obtenue soit entièrement équivalente à l'hypo- 
thèse. Car si, d'une part, des conditions données doit résulter la construction 
trouvée, d'autre part, il faut s'assurer que toute (igure formée d'après celte 
construction vérifie nécessairement les conditions en question. 

Nous n'insisterons pas davantage sur les particularités que présentent 
les problèmes de constructions et nous nous contenterons, à. cet égard, de 
renvoyer le lecteur au livre de Pelersen, intitulé Méthodes et théories pour 
la résolution des problêmes de consli-uetion géométrique {"), ouvrage excellent 
à tous égards et auquel nous avons fait de nombreus emprunts. 
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c). MÉTHODES DE TRANSFORMATION. 

283. Si l'étudiant s'est habitué à mettre en pratique Jea conseils qui pré- 
cèdent : s'il substitue, en quelque sorte mécaniquement, les définitions aux 
définis, s'il sait trouver rapidement lesdiyerses formes bous lesquelles peut 
se poser le problème qu'il a en vue de résoudre, il sera bientôt en état de 
traiter un grand nombre des exercices qui peuvent se proposer sur la géo- 
métrie élémentaire. D'autres, cependant, pourront lui sembler inaccessibles 
00 très difficiles, et sont, en réalité, susceptibles de solutions parfois 
très simples; seulement ces solutions ne dépendent pas uniquement du 
raisonnement direct dont nous venons de nous occuper, mais exigent le 
concours de moyens de simplification dont il nous reste à parler, et qui 
sont les méthodes de transformation. 

A proprement parler, d'après ce qui a été dit plus haut, toute méthode 
géométrique pourrait être légitimement appelée << méthode de transfor- 
mation ». Mais on réserve plus spécialement ce nom aux méthodes qui 
consistent à passer de certaines propriétés d'une figure à des propriétés 
correspondantes d'une a t f ^ 

Définir une transformât t flg q 1 q e donnée, faire 

correspondre une autre f t (ai 1 d manière que la 

première étant donnée, 1 d t d t et nversement. De 

toute propriété de l'une p t 1 p p té de l'autre qui en 

est, en quelque sorte, la t d t 

Exemples. — Nous avons déf 1 fg F / I q dune figure F par 
rapport à un centre et à pp d m 1 d d é Si l'on donne la 

figure F, on peut conelru 1 flg F N d 11 rs vu qu'à toute 

droite de F correspond une d o te pa al ele da F , à to t t angl de F un triangle 
semblable de F', à toute circonférence de F uoe circonférence de F', etc. 

Damême, étant donnée une figure F, on peut construire la figure Fquise déduit de 
la première par une rotation, ou une translation, ou une syméfrie données ; ou plus 
généralement, uneflgure F semblable àF, et lalle que leshomologues lîe deux points 
donnés A,B soient deux points donnés A'.B''. Des propriétés de F résullei-ont 
immédiatement les propriétés de F'. 

284. II n'y a d'ailleurs pas toujours lieu d'appliquer la transformation 
à toute la figure considérée. Il y a, au contraire, souvent avantage à trans- 
former une partie seulement de cette figure. 

C'est ce qui arrive, en particulier, pour les transformations simples que 
nous venons de rappeler ; déplacement, symétrie, homothétie et générale- 
ment similitude quelconque. Il n'y aurait, le plus souvent, aucun intérêt 
à appliquer de telles transformations à toute une figure, attendu que les 
propriétés de la flgure transformée ne sont ni plus ni moins simples que 
celles de la primitive : elles sont les mêmes {'). Par contre, dans beaucoup 
de questions, il est nécessaire de transformer ainsi une partie déterminée 
de la flgure. 



y Google 




SUR LA MÉTHODE EN GÉOMÉTWE. 

Exemple 1. — Soit le problème (ex. 3î). On donne deux 
A el B, extérieurs à ces parallèles et situés de part et rf' 
brisée la plu» courte joignant ces deux 
points de manière que la portion com- 
piHse entre les deux paratlèles ait une 
direction donnée ? 

Soit AMNB la ligne brisée clierchée 
{/ig. 2Î1), ie point N se déduit du point M 
par une translation évidemmeot connue, 
■puisque la longueur interceptée par les 
parallèles données sur une droite quel- 
conque ayant la direction lîonnée est la 
même. Nous pouvons appliquer cette 
translation à la droite AM; le point A est 
droite AM en un segment de même longueur 
points A, N,C doivent être en ligne droite. 

Des considérations analogues s'appliquent aux exercices U8-1Î2 (livre II). 

Exemple II. — Dans l'exereice 14, le segment AM, après une symétrie parrapport 
à la droite donnée xy, viendra en ligne droite avec le segment BM. 

285. 11 est toutefois certains problèmes de conËtruclion pour la résolution desquels 
il convient de transformer par déplacement symétrie ou similitude, toute la figure 
considérée. L'avantage que l'on obtient ainsi est défaire correspondre, aux éléments 
inconnus de la figure primitive, des éléments connus de la figure transformée. 

EïEMPLE. — Soit à inscrire dans un quadrilatère donné ABCD an aaire quadri- 
latère semblable à un autre quadrilatère donné mnpg. 

Il existe une figure semblable à la figure proposée et dans laquelle, au quadri- 
latère cherché MNPQ, correspond le quadrilatère mnpq. Au quadrilatère AIICD 
cori'espondra un quadrilatère abcd (ârconscrit à mnpg et que, par conséquent, 
l'on construira par la résolution de l'exercice 213. 

286. Les autres transformations que nous avons indiquées changent au 
contraire d'une façon plus ou moins notable les ligures auxquelles ou les 
applique. 

Telle est, par exemple, l'invernon, qui change une droite de la figure primi- 
tive en un cercle de la figure transformée; ou encore la transformation par 
folaires réciproques. Aussi avons-nous, dans le complément du 111" livre, 
simplifié par ces transformations la démonstration d'un certain nombre de 
théorèmes. 

Une autre transformation à laquelle nous avons simplement fait allusion, 
mais qu'il faut signaler, est la perspective. Telle que nous avons pu la 
définir en géométrie plane, elle ne s'applique qu'aux figures composées de 
points en ligne droite. On obtient la figure transformée en joignant chaque 
point de la figure primitive à un point fixe extérieur à la droite, coupant 
les rayons ainsi obtenus par une transversale quelconque et soumettant à 
uu déplacement quelconque 1 floure obtenue sur cette transversale. 

287 It convient de remirquer une d ffeience essentielle qui sépare la 
tnnsfiimation par pola res le pioqups des autres transformations que 
mus ai ns en im e s I lie jue mlitude, inversion, perspective. 
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274 GÉOMÉTRIE. 

Cfilles-ci sont des transformations pOiiclueUes, c'est-à-dire font corres- 
pondre à chaque point de )a figure primitive un point délermiLiê do la 
figure transformée. Il n'en est pas de même de la transformation par 
polaires réciproques qui, h. chaque point d'une des figures, fait correspondre 
une droite de l'autre. 

Une autre transformation, qui a été utilisée à plusieurs reprises dans le 
texte, partage avec la précédente ce caractère de n'être pas ponctuelle, 
c'est celle que l'on peut nommer dilatation et que nous avons appliquée 
h des figures formées de cercles et de droites. Dans cette opération, on 
augmente ou diminue (suivant les cas) le rayon de chaque cercle d'une 
même quantité donnée «. Bien entendu il peut arriver, dans ces conditions, 
que le rayon d'une circonférence devienne nul : celle-ci deviendra alors 
un point ; inversement un point sera, dans cette transformation, considéré 
comme un cercle de rayon nul et se transformera, par suite, en un cercle 
de rayon a. Quant aux droites de la figure, chacune d'elles sera transportée 
perpendiculairement à sa direction, dans un sens ou dans l'autre, de cette 
mSme quantité a{'). 

La propriété la plus importante de la dilatation est que deux lignes 
tangentes restent, après dilatation opérée dans un sens convenable, deux 
lignes également tangentes (ex. 39) (^). C'est cette propriété que nous avons 
utilisée aux n" 93 et 231. . 

288. Formes réduites. — Le but de la transformation étant de simplifier 
la figure sur laquelle on opère, on doit s'efforcer de rendre cette simpli- 
fication la plus grande possible. 

A cet effet, nous remarquerons que les différentes espèces de transfor- 
mations énumérées tout à l'heure comportent des éléments arbitraires. 
Par exemple, dans l'homothétie, il faut se donner le centre et le rapport 
d'homothétie; dans l'inversion, le pôle et la puissance ['); dans la dilata- 
tion, la quantité a dont il a été question au numéro précédent ; etc. 

Chacune de ces espèces comprend donc nne infinité de transformations. 

Parmi celles-ci, on en choisit une, telle que la figure transformée 
satisfasse à une ou plusieurs conditions déterminées que Ton prend, en 
général, aussi nombreuses que possible, en ayant égard à ce qui a été dit 
au n° 280. Cette figure transformée est alors dite une forme réduite de la 
figure primitive. 

ExBMELK 1. — On peut toujours faire subir k un cercle C une dilatation qui le 
l'éduiseà un point : il suffit de dilater d'une quantité précisément égale au rayon du 
cercle. 
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SUR LA MÉTHODE EH GÉOMÉTRIE. 

Une fome rédidle, par la dilatation, (l'une figure contcnan 
dans laquelle ce cercle est réduit â un point ; 
employée aux numéras 93 et 231. 

Exemple II. — Deu\ cercles qui ont un point commun peuvent être transformés 
par uue même inversion en deux droites (en prenant pour pâle d'inversion le point 
commun) ; deui cercles sans point commun, en deux cercles concentriques (ex. 348). 
Autrement dit, la forme réduite d'une figure composée de deux cercles est constituée 
par deux droites ou par deux cercles concentriques, suivant que les cercles primitifs 

EsEuptE III. — Dans l'exemple cité plus haut, au n° 285, nous avons utilisé une 
forme réduite de la figure proposée, par la similitude, forme déterminée parla 
condition que le quadrilatère cherché MNPQ soil transformé dans le quadrilatère 
donné m/ipq. 

289. Invariants. — L'avantage de la transformation pourrait être 
illusoire si, en simplifiant certaines propriétés de la figure, on se trouvait 

avoir compliqué les autres. N vr ff e Iransfor- 

malion que si les diverses fl once sont 

modifiées par celle-ci d'une f m mp 

Or, il se trouve que, dans é^ transfor- 
mations qui vietkuenl d'être tai priétés ne 
subissent aucun changement e, restent 
invariuntes. 

Exemple 1. — Nous avons vu de la figure 

transformée sont les mêmes que st âe même 

pour les rapports des longueurs 

ExEiEPLB H. — Nous avons 1res cercles 

tangents en deux autres cercles Le ntact est une 

propriété invariante pai' Il dilata 



Etc. 

290. Il ue pourra y avoir aucun inconvénient h effectuer la transfor- 
mation si, dans l'énoncé donné, ne figurent que des propriétés invariantes. 
En particulier, on pourra toujours, dans ces conditions, supposer la figure 
ramenée à uue forme réduite. 

EsEUPLES. — Puisquele 
cherche lestangen 
à un point. C'est la marche suivie au n' 03. 

11 en est de même, lorsqu'on cherche un cercle tangent à trois cercles donnés 
K 231). 

Le contact est également invariant par l'inversion. On peut donc, pour chercher 
un cercle tangent à trois cercles donnés, supposer deux de ceux-ci réduits à deux 
droites ou à deux circonférences concentriques (exercices £<y^36a}. 

Il en est de même dans !a démonstration de théorèmes tels que le suivant : 
Tous les cercles qui coupent deux cercles fixes donnés sousdes angles 
timifenls à deux cercles fixes; ou celui qui fait l'objet de l'exercice 91 
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S78 GÉOMÉTRIE. 

291. Groupes'. — Cette propriété deposséderdesinvamntsest,pour les transfor- 
mations dont nous venons déparier, la conséqueûce d'une autre propriété fondamen- 
tale dont nous allons Uire quelques mots. 

On nomme produit de deux ou plusieurs transformations, la transformation qui 
équivaut aii\ premières, effectuées successivement dans l'ordre où elles sont nom- 
mées (>). Aulremenl dit, si la transformation S cliange la figure F en une ligure F' 
et que la transformation T, appliquée à la figure F', la change en une ligure F", le 
produit STde ces deux transformations sera la transformation par laquelle on passe 



Exemple. — Le résultat du n° 102 peut s'énoncer ainsi : 

Le pivdiiit de deux symétries est une rotation o« vue translation. 



Cela posé, on dit qu'un certain ensemble d 
si le produit de deux quelconques d'entre 
appartenant à l'ensemble. 

Ainsi Vememble de toutes les homotkêtiea est un groupe : cela revient à dire que 
deux figures homothétiques d'une troisième sont hoimothétiques entre elles. L'en- 
semble de toutes les homothéttesdont les pûtes sont en ligne droite forme un groupe, 
puisque nous savons que le centre de l'iiomothétie, produit do deux autres, est en 
ligne droite avec les centres de celle-ci. 

Tous tes déplacements foi^me lit «njj'oupsjpuisquedeux figures égales à une même 
s le même sens, sont égales entre elles et de même sens. 



292. L'ensemble des inversions ne forme pas ■ 
inveraions n'est pas une inversion. Mais on peut ai 
précédent, par la combinaison de plusieurs inversic 

Appelons, pour abréger, transformations tout pi-oduil d'inversions (ou synié- 
Iries) quelconques et en nombre quelconque. Celte catégorie comprend, en particu- 
lier, tous les déplacements, puisqu'un déplacement peut se décomposer en deux 
symétries ; toutes les homolhéties, car une homotliétle résulte de deux inversions 
de mêmepAle et de puissances différentes; par conséquent aussi toutes les similitudes, 
une similitude résultant d'une homothéiie jointe ou non à undépiacementet aune 
syniëtrie. 

11 semble, d'après la déSnilion des transformations S, que pour les avoir toutes, il 
faille considérer les opérations qui se composent de n inversions, n désignant 
sucoessivement tous les nombres entiers, et qu'en s'arrêtant à une valeur quelconque 
des, on n'ait qu'une partie des transformations considérées. 

Il n'en est rien ; toute transformation S peut se ramener à une inversion précédée 
ou suivie d'une, deux ou trois symétries, sauf le cas où cette transformation est une 
simple similitude (ex. S5ï). Par conséquent, il suffit de quatre opérations simples 
(inversions ou symétries) pour reproduire l'une quelconque des opérations S. 

Deux opérations S quelconques étant chacunes équivalentes à une suite d'inver- 
sions, il en est de même de leur preduit : les opérations S foi-ment donc un groupe 
que l'on peut appeler, pour abréger, groupe des inversions. 

(I) La Un de coite note est plus spiScialemeot destinée Bux lecteurs qui ont étudié toe 
compléments du III' livre. 

(S) Le produit de deai Iransformations change, en général, avec l'ordre das faolours. Ainsi 
le prenait de deux symétries par rapport à deux droitas dilTérenles est une relation ou une 
tranalatiou double do celle qui amènerait la pi'emiife drollo sur la leconde. 
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SUR lA MÉTHODE EN GÉOMÉTRIE. 277 

293. Deux figures F, ¥', qui sont changées l'une dans l'autre pur une des trans- 
formations d'un groupe, sont dites homoîogxies relativement à ce groupe. Par 
exemple, deux figures égales et de même sens sont homologues relativement au 
groupe foi'mé par tous les déplacements. 

D'api'és la définition du mot gi-oupe, deux figures F, F", homologues d'une même 
figure F', sont homologues entre elles, puisque la transformation par laquelle on 
passe de F à F' est le produit des transformations qui changent Feu F' d'une 
part, F' en F"', de l'autre. 

La forme réduite F, d'une figure F relativement à un groupe donné est celle des 
homologues de F par rapport à ce groupe qui vérifie certaines conditions données. 
Si ces conditions sont en nombre suffisant et convenablement choisies, elles suffiront 
fi déterminer complètement la figure F„ forme réduite de F. 

Supposons qu'il en soit ainsi : si nous appliquons à F une quelconque des trans- 
formations du giuupe, la nouvelle figure obtenue F' aura encore ponr forme réduite 
F., puisque les homologues de F' sont les mêmes que celles de F, 

La forme réduite d'une figure F étant la même que celle d'une quelconque de ses 
transformées, tnuU propHété de la forme réduite est une propi'iélé invwiontede F. 

294. Nous allons éclaircir ceci par un exemple. 

Soit la figure formée par quatre points quelconques A,B, C, D: proposons- nous de 
trouver les invariants de celte figure par rapport au groupe des inversions. A cet 
effet, prenons l'inverse de la figure, l'inversion employée I ayant son pâle en A. Les 
points B,C, D ayant pour inverses b,c,d, nous avons une figure homologue de la 
première (forme réduite) relativement au groupe, dans laquelle l'un des quatre 
points (celui qui correspond à A) est rejeté à l'inSni. Nous allons voir, en refaisant 
dans cecasparCiculierleraisonuementqaenous venons d'indiquer d'une façon géné- 
rale, que les angles du triangle bed sont les invariants de la figure ABCD. (P/est ta 
proposition dont nous demandons une démonstration directe dans l'exercice 310 6is.) 

Soient A', W, C, D" les transformés de A, B, C, D par une inversion quelconque T. 
Opérons sur A',B',C',D' comme nous avons opéré sur A,B,C,D, et soit iVrf' la 
figure ainsi déduite de B'CD' par une inversion de pôle A'. On passe de la figure 
formée par les points b, c, d et un point à l'infini k la figure formée par les points 
h', e', d' et un point à l'infini par une transformation de notre groupe, à savoir ie 
produit des trois inversions 1, T, V. Cette transformation, comme nous ie savons, se 
ramène, soit à une inversion suivie de symétries, soit à une similitude. Or, la pre- 
mière hypothèse est impossible, du moins si l'inversion en question est une inver- 
sion véritable; car celle-ci changera forcément un point à l'infini en un point à 
distance Unie (à savoir le pôle d'inversion). Donc, les deux triangles bcd, b'c'd' sont 
semblahles. c.Q, F. n. 

Les angles et les rapports des eûtes du triangle bcd sont donc bien les invariants, 
relativement au groupe considéré, de la figure ABCD. Il n'y en a que deux i>idépeit- 
dants, c'est-à-dire qu'il suffit de s'en donner deux, pour les connaître tous : deux 
angles du triangle bcd suffisent en effet pour constniire un triangle semblable à 



295. Nous venons de voir que l'existence d'invariants découle 
groupe ; inversement, l'ensemble de toutes les transformations qui admettent les 
mêmes invariants forment un groupe : puisque, si deu\ transformations ne changent 
pas une certaine propriété, il en est de même de leui produit 

ExEJiPLK 1. — L'homothétie change toute droite i nn inilP jaiallèle et pro- 
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portionnelle à la première. Inversement, toute transformation ponctuelle posstxiaiit 
cielte, double propriété et une lLoraotiiétie(iio 142). Donc, l'ensemble îles iiomotiiéties 
forme un groupe. Le raisonnement du n* 144 n'est autre cliose que celui que nous 
venons de faire sous une forme différente. 



Exemple II. — La perspective conserve le rapport anharmonique de quatre 
points ; et, récipi-oquement, toute transformation appliquée à un système de points 
en ligne droite, et qui conserve le rapport anharmonique, est une perspective ('). 

Donc, les différente» perspeetivea fm-ment un groupe. , 

Nous bornerons ici ces indications sur les propriétés générales des transformations 
et, relativement & leur usage, nous renverrons le lecteur à l'ouvrage déjà cité de 



NOTE B 
SUR LE POSTULATUm D'EUCLIDE 

I 

296. Nous avons aUmis, à litre d'axiome (au n° 40;, que Von ne peut 
mener d'un point, plm d'une parallèle à une droite. 

Dans les éléments du géomètre grec Euclide {^), ofi les principes de la 
géométrie sont exposés complètement pour la première fois et avec une 
remarquable perfection, ainsi que dans tous les traités ultérieurs (auxquels 
cet ouvrage capital a d'ailleurs toujoui a semdebase] I énoncé en question 
ou, plus exactement, celui du n° 41 (LoroU I) qui lui est équivalent 

Si deux droites font, avee une même sécante deuie angles inttneiirs du 
même côté dont la somme diffère de dettx angles droits elles ne sont pas 
parallèles et se rencontrent du côté de la sécante ou la somme des angles est 
moindre que devœ droits, 

figure également parmi ceux que Ion admet comme évidents 

Les successeurs d'Eaclide, tant dan* 1 anliquite qu au moyen âge et dans 
les temps modernes, n'ont cependant pas manqué de s étonnet de la place 
ainsi altribuée à cette proposition, qui est loin, en efîet, de présenter le 
même caractère d'évidence que les autres propositions acceptées, comme 
elle, sans démonstration, et ne semble pas plus claire, a priori, que 
beaucoup de celles que l'on démontre. En particulier {on verra tout à 

(I) On le prouve su Iranaportant la figura transformée de mBolère qu'un point coïncide 
avec son honiclcgue, les deux droitea restant distinctes : on eat alors ramené à l'exercice 3ZS. 
- (a) Environ 300 ans 8T.J. -G. 
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SUR LE POSTULATUM D'EUCLIDE. 279 

l'heure la porlde de cette remarque), ils ont trouvé siognller de voir 
Euclide admettre comme clair en soi, pour les iigaes droites, ce qui n'est 
pas du tout exact pour les lignes en général ('). 

■ 297. De nombreux essais furent donc tentés pour démontrer le Posiwiadim 
d'Euclide : toutes ces tentatives échouferent. En particulier, en essayant 
d'opérer par l'absurde et déduisant, pour cela, toutes les conséquences 
possibles de l'hypothèse où le Postulatum ne serait pas vériQé, on obtint 
une série de conclusions très différentes de celles que donne la théorie 
ordinaire des parallèles ; mais on eut beau pousser ces conclusions de plus 
en plus loin, jamais [du moins lorsqu'on les déduisît correctement) elles ne 
laissèrent apercevoir, ni entre elles, ni avec les propositions antérieures, 
une contradiction démontrant l'impossibilité de l'hypothèse initiale. 

298. Le grand mathématicien Gams {') se demanda alors si une telle 
contradiction existait, si la non-exactitude du Postulatum d'Euclide n'était 
pas compatible avec les autres axiomes de la géométrie et les conséquences 
qu'on pouvait en tirer : autrement dit, s'il n'était pas impossible de 
démontrer la proposition en question. 

Vers le môme temps, Lobatsefiefslà{^) el Bolyai(^] émirent, chacun de 
leur côté, la même hypothèse et construisirent une géométrie ayant en 
commun, avec la géométrie ordinaire, toutes les propositions antérieures 
au Postulatum d'Kuclide ou indépendantes de ce Postulatum, mais dans 
laquelle tous les autres énoncés sont modifiés. Les résultats auxquels on 
parvient dans une telle géométrie (appelée Géométrie non-eucUdienne) ont 
souvent une allure extrêmement paradoxale et contrastent avec notre 
manière habituelle d'envisager les choses ; mais, quelque étonnants qu'ils 
puissent paraître au premier abord, il n'en est aucun dont l'absurdité 
poisse être mise en évidence. Voici quelques-uns des plus simples. 

En Géoméirie non-euclidienne : 

Par un point A, extérieur à une droife D, el dans le plan qui les coiitienC, onpeut 
mener une infinité de droites qui ne rencontrent pas la première ('). Toutes ces non- 
sécantei sont situées daDS un certain angle de sommet A (et dans son opposé par le 
sommet). L'angle en question, dit angle de parallélisme, augmente de grandeur 
avec la distance du point à la droite ; 

Toute droite D', intérieui-e à l'angle de parallélisme, admet, avec la droite donnée 
D, une perpendiculaire commune (et une seule), qui donne la plus courte distance 
des deux droites : de aorte que, si un point M parcourt la droite D' en s'éloignant 
constamment et indéfiniment de cetEe perpendiculaire commune dans un sens mi 

(0 WalUi, l6(i3. — C!.SldckeletEiige/,Die Theoï-ie des ParatteUinieti, mit Eiiklid bis Gauss, 
Lolpïig, Teuiiner, iSKS. 

(!) 1717-1859. 
. [3) 1703-l8aB. 

(4) 1B0Î-IS60. — La géométria noQ-aiiclidicnna fut 'encore Botrsvue, plus on moins nelle- 
mBQl, de plusieurs cûtéa diftérents (Cf. l'ouvrage eilé de Slàckel et Engelj. 

(5) On dimontre qus le Postulatum d'Enelide est toujours vrai ou toujours faux : on nepeut 

ce point à Is draila soit unique, sans admettre qu'il en aoit de mèmB pour tous los pointa et 
toutes les droites poasiblea. 
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dans l'autre, sa ilislance à la droite D augmente constanimeni, et indéfiniment. Il n'en 
est pas de même pour les droites D',,D',qui servent de ciSWs à l'angle de parallélisme; 
celles-ci, sans rencontrer jamais D, s'en rapprochent de plus en plus, si on les suit 
dans le sens où elles font un ang-le ai^u avec la perpendicula.ire abaissée du point A 
sur D; lorsqu'un point Mparcourt indéfiniment l'une d'elles dans le sens ainsi choisi. 



sa distance â. la droite D tend vers zéro. — Le lieu dos points d'un plan ôqui distants 

d'une droite fixe est une courbe ; 
La somme des angles d'un triangle esiptus petite que deux droits, et la diEfé- 

rence est proportionnelle à l'aire du triangle. Il en résulte que celle-ci est toujours 
inférieure à une limite déterminée, si grands que soient 
les côtés (les angles diminuant et le triangle se creu- 
sant, en quelque sorte, d'une façon analogue à celle 
qu'indique la flgure, lorsque les c6t& augmentent). — De 
même, la somme des angles d'un polygone de n câtés est 
inférieure à 2n — 4 droits, la différence étant proportion- 
nelle à i'aire du polygone. Par conséquent, il n'esriste pas 
lie rectangles : si un quadrilatère a trois angles droits, le 
quatrième est aigu. 

Il n'eonsle pas de figuj'es semblables (') (sauf, bien 
entendu, les figures égales). Deux triangles qui ont les 

trois angles égaux chacun à chacun, sont égaux. — Admettre l'existence de deux 

triangles semblables sans être égaux, c'est admettre le Postulatum d'Euclide. 
Etc. 

D a H I t une nf nité de géométries non-euclidiennes. Les 

lat n qu 1 l t II les différentes parties d'une même flgure 
nt n t n ff t dan (hypothèse de Lobatschetski, nn certain 
mb h déf m é un f is pour toutes, mais qui peut avoir «ne 
1 q 1 j pa nple le rapport (constant, ainsi que nous 

nn d 1 d qu t ntre l'aire d'un triangle et le supplément de 

la somme de ses angles. La géométrie eudidienne psut être considérée comme 
un cas limile des géamétries tion-euctidieimes : elle correspond à A; = m. 

299. La géométrie noii-euclidienne,;qui apparaît ainsi comme exempte 
de contradiction, comme logiquement possible, est-elle véritablement telle , 
conformément aux idées de ses promoteurs ? 11 pourrait, semble-t-il, n'y 
avoir là qu'une apparence, due à ce qu'on n'a pas encore poussé assez 
loin la suite des conséquences. Ne parviendrait-on pas, par une recherche 

(0 Nous enleDdoQs ici par ce mot (contrsiFemenl à la déAnilioa donnée dans le courant de 
l'ouvrage) des figures qui aient leurs anglas homologues âgauï chacun & chacun, cl leurs 
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plus persévérante ou mieux conduite, à rencontrer la contradiction qui nc! 
s'est offerte ni à Gauss, ni h Bolyai, ni à Lobatscliefski ? 

On peut affirmer qu'il n'en est rien. Sans développer en détailles raisons 
qui légitiment cette affirmation ('), nous emprunterons à M. H. Po{ncaré(*] 
une manière simple et frappante de les présenter : 

" Imaginons une sphère S et, à l'intérieur de cette spfière, un milieu 
Cl dont l'indice de réfraction et la température soient variables. Dans ce 
B milieu se déplaceront des objets mobiles : les mouvements de ces objets 
" seront assez lents et leurs chaleurs spécifiques assez faibles pour qu'ils 
« se mettent immédiatement en équilibre de température avec le milieu; 
" de plus, tous ces objets auront même coefficient de dilatation, de sorte 
li que nous pourrons définir la température par la longueur de l'un quel- 
" conque d'entre eux. Soient R le rayon de la sphère, et p la distance d'un 
« point du milieu au centre de la sphère : je supposerai qu'en ce point la 

" température absolue (') soit R^ — f^ et l'indice de réfraction ^^ ^^ ^ . 

M Que penseraient alors dos êtres intelligents qui ne seraient jamais 
« sortis d'un pareil moudeï 

» i° Comme les dimensions de deux petits objets transportés d'un point à 
« un autre varieraient dans le même rapport, puisque le coefficient de dila- 
« tation seraitle même, ces êtres croiraient que ces dimensions n'ont pas 
Il changé. Ils n'auraient aucune idée de ce que nous appelons différence 
" de température. Aucun thermomètre ne pourrait la leur révéler, puisque 
K la dilatation de l'enveloppe serait la même que celle du liquide thermo- 
(1 métrique. 

« 2° Ils croiraient que cette sphère S est infinie : ils ne pourraient jamais, 
« en effet, atteindre la surface ; car, à mesure qu'ils en approcheraient, ils 
" entreraient dans des régions de plus en plus froides ; ils deviendraient 
" de plus en plus petits, sans s'en douter, et ils feraient de plus en plus 
" petits pas (*). 

Il 3° Ce qu'ils appelleraient lignes droites, serait des circonférences 
« orthogonales à la sphère S, et cela pour trois raisons : 

[Ij Ûo B pu roioai'quer l'analogie flea réaiiUats précéiiemnient citiSs de GÉométrio non-eucli- 
djenna avec certains réauJtats de jcéométrie sphdrique, auxquels ils 30Dt, en quelquQ sorte, 
apposas : ainsi, la somme des angles d'un triaugle sphériquo eslplus givnife que âeui droits, 
et la diffèreucB est propariionnelle k l'aire du triaugla; deux triangles sphériques qui ont les 
angles égttux cbsoun à chacun sont égaux ou symétriques, etc. De fait. la ((éoinAlrïa sur cer- 
taines SQrt^ces (dites piaidosphérigaet) aat identiqne k la géométrie de l/ibBtsohefsU. C'est 
mémo ainsi qu'on a tout d'abord prouvé la possibilité logique de cette derniâre; mais cette 
prenve n'est pas encore parfaite : 1° parce que les surfaces pseudaspbériquss ne penvont pas 
être considérées comme illimitées en tons teoa, vnsi que l'est le plan ; !• parce qu'elle ne 
s'applique qu'à la Oéométric non^eaclidienne plane, el n'empèsherait pas de croire à la possi- 
bilité d'une démo nstraCiou du Postalatnm pac des oonsidérallons de géométrie dans l'espace. 

(2) Sevae générale de> acietices pures el appUquàes, tome III, 139i. p. 79. 

(3) On désigne ainsi, en physique, la température comptée it partir d'un zéro tel, qu'aile soit 
proportionnelle an Totume d'un corps thermomé trique (en physique, il est eipresBémout 
supposé que ee corps est nn gaz très éloigné de son point de liquéfaction ; ici. il s'agit d'un 

tuie absolue est proportionnel le. non an volume, mais à une dimension linéaire quelconque). 

verraient pas ce qui se passe à l'exti!rieur de celte sphère. 
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y r Ce seraient les trajeclo ires des raj'Oiis lumineux ; 

>t 2" En mesurant diverses courbes avec un métré, nos êtres imaginaires 
" reconnaîtraient que ces circonférences sont le plus court chemin d'un 
« point à un autre : en effet, leur mètre se contracterait ou se dilaterait 
" quand on passerait d'une région à une autre, et ils ne se douteraient pas 
« de cette circonstance; 

11 3° Si un corps solide tournait de telle façon qu'une de ces lignes 
" demeurât fixe, cette lif^e ne pourrait être qu'une de ces circonférences ; 
« c'est ainsi que, si un cj-lindre tournait lentement autour de deux 
" tourillons et était chauffé d'un cûté, le heu de ses points qui ne bou- 
" géraient pas serait une courbe convexe du côté chauffé, et non une ligne 
(( droite. 

« Il en résulterait que ces êtres adopteraient la géométrie de 
" LobatschefskiC). » 

Nous voyons bien maintenant qu'il est impossible de démontrer le 
Postulatum d'Euclide à l'aide des propositions antérieures : c^^v, si une telle 
démonstration existait, elle serait admise par les êtres fictifs dont il vient 
d'être question (puisque toutes ces propositions antérieures subsisteraient 
à leur yeux) ; or elle conduirait alors à un résultat inexact, puisque, pour 
ces êtres, le Postulatum est faux. 



300- Quel rûlc faul-il donc assigner à cette proposition, qui n'est pas 
aussi évidente que les axiomes, et qu'on ne peut démontrer comme on 
démontre les théorèmes? 

Ce rôle est celui d'une définition. Pour faire comprendre ce que l'on doit 
entendre par là, nous devons nous reporter k ce qui a été dit dans la note 
précédenle (note A, n° 271). 

Ainsi que nous l'avons vu à cet endroit, il est nécessuire d'avoir une 
définition pour tout terme figurant dans les énoncés ; définition que J'on 
doit faire intervenir dans le raisonnement, en la substituant, chaque fois 
qu'il y a lieu, à laplace du défini. 

Or, il y a des termes qui n'ont pas été définis et ne peuvent pas l'Être. 
Car on ne peut définir une notion qu'à l'aide de notions antérieures (^), ce 
qui est impossible pour les preiniires notions introduites. 

Hais, comme ces notions sont claires par elles-mêmes et ont dès lors 
un cerlain nombre de propriétés évidentes, le rOle de la définition (dont la 
nécessité subsiste, comme nous venons de le rappeler, même dans ce cas) 

(!) Iji colletante arbitraire qui e'inlroduit eo géomèitio non-euelidiaiins est représentée ici 
par le rayon B. de la sphère. 
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est alors rempli par les propriétés en question, queTon admet sans démon- 
slration. C'est ainsi que nous avons procédé pour la ligne droite, laquelle 
n'a point reçu de définition proprement dite, mais dont nous avons donné 
ce qu'on peut appeler une définition inrlmete, en en admettant les 
propriétés fondamentales. 

30!. Seulement, il importe que les propriétés ainsi admises soient en 
nombre suflisant pour eanictérisev la notion qu'elles définissent, c'est-à- 
dire pour la distinguer de toute notion difTérente, Par eseniple, nous 
aurions mal défini la liyne dioitp si, au lieu d'admettre, comme nous 
l'avons fait : 

1° Que toute figure égale a une li^ne droite est une ligne droite; et 
qu'inversement, deux droiles sont supeiposables d'une inTinité de façons ; 

2° Que, par deux points, il passe une ligne droite et «ne seule, 
nous avions admis la premiéie propiiété, mais non la seconde. Cette 
première propriété n'est pas, en etîet, particulière aux lignes droites : elle 
appartient également, par exemple, aux cercles de 1 mètre de rayon. Il 
nous aurait donc été impossible de démontrer, en partant de celte défi- 
nition incomplète, aucune propriété des lignes droites qui ne leur soitpas 
commune avec les cercles en question : par exemple, nous n'aurions pas 
pu établir que la somme de deux angles d'un triangle est plus petite que 
deux droits, car cela n'a pas toujours lieu pour les triangles curvilignes 
formés d'arcs empruntés h. des circonférences égales. 

302. Toute la géométrie repose sur une notion fondamentale, celle de 
déplacement, que nous avons introduite au n» 2. Nous avons, en cet endroit, 
considéré comme claire par elle-même, l'idée d'une figure qu'on déplace 
sans en cbanger la forme ni ta firandeur, autrement dit, de ce que nous 
avons appelé une ^3!ire invariable. Essayons d'étudier comment cette notion 
est définie par ses propriétés. 

Étant donnés une figure qui subit un déplacement et un point M quel- 
conque, nous pouvons imaginer que ce point soit invariablement lié à la 
figure et entraîné avec elle dans son mouvement, de sprte qu'il vienne 
occuper une certaine position H'. On peut donc dire qu'à chaque point M 
do l'espace, le déplacement fait correspondre un point M', la nouvelle 
position où est transporté le point M, Un déplacement est donc une 
transformation poneluelle (') de l'espace. 

D'ailleurs, c'est une propriété évidente de la notion qui nous occupe, 
que deux déplacements, effectués successivement, équivalent à un dépla- 
cement unique. Autrement dit, ces transformations tonnent un grouïie{^). 

Nous pourrons donc dire ; 

Une figure invariable est une figure à laquelle on ne fait subir (jun les 
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(I certain groupe {dit gi-oupe des déplacements), possédant 
les propriétés suivantes : 

I II existe tme infinité (te ti-aiis formations du groupe par lesquelles on 
■ peut amener un point quelconque A en une position qàeleonijtie A'. 

lln'existepas, en général, de transformation du groupe capable d'amener 
à ta fois tieiix points donnés A, B respectivement en deux positions données 
l fJ, VI ;ilfautfpour que cette Iransformationexisle, qu'une certaine quantité, 
I qui dépend de k et de ^, soit égale à la quantité analogue formée aoec M, ^'. 
I S'il y a une transformation dugroupe amenant deux pointe déterminés A ,B 
/ respeetivement en deux points détei'minés A',B', il y en a une infinité. Eh 
' ' \ particulier, il existe îme infinité de Iransfoiinalions qui laissent fixes deux 
1 points A,B, mais, dans toutes ces transformations, il y a une infinité d'autres 
( points qui restent fixes. Ce! points forment une ligne unique, indéfinie 
I (appelée ligne droite). Par deux points, il passe une ligne droite et une 

Il existe des surfaces (appelées plans), telles que toute droite gui a deux 
1 points sur Vime d'elles y soit contentie tout entière; par trois points 
\ quelconques de l'espace, il passe nne telle surface; etc{'). 

303. Il est toutefois essentiel d'observer que la déliiiition précédente, 
comme loules les autres définitions indirectes, implique un axiome; elle 
suppose manifestement le suivant : 

Axiome (A) : U existe un groupe possédant les propriétés {[). 

On remarquera aussi que les notions de ligne droite et de plan, dérivent 
de celle de déplacement, sans laquelle on ne peut les définir. 

304. Euclidiens et non-euclidiens sont d'accord pour attribuer au groupe 
des déplacements les propriétés {[) et, par conséquent, pour admettre 
l'axiome (A). Ils sont divisés par la question de savoir si l'énoncé 



est exact ou non. 

D'aprÈa ce qui précède, cet énoncé exprime une propriété du gr'oupe des 
déplacements, puisque la ligne droite et le plan sont définis à l'aide de ce 
groupe, de sorte que la question prend la forme suivante : 

Le groupe des déplaeements, défini par les propriétés (1), p<issède-t-il la 
propriêié (II)? 

Or, si nous avons conslaLë qu'il est impossible de résoudre cette question, 



(I) rJoU3 ne prétendons pas énuméror ici tontes les propriéléa 
notion de déplsceoient. Par * propriétés (1) >i, il faut entendre 
admises dena le I" livre, aatérïeurement au Poslulatum d'Euclid 
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cela tient uniquement à ce qu'ei/e eU mal posée, à ce qu'elle n'a pas de sens 
précis. 

En effet, le groupe des déplacements n'est pas bien défini par les 
propriétés (1). Si (conformément à l'axiome (A), que nous admettons), il 
existe un groupe possédant ces propriétés, il en existe une infinité. Les 
êtres imaginaires dont l'existence est supposée par M, Poincaré, enten- 
draient par " figures invariables » tout autre chose que nous, puisque les 
objets qu'ils déplaceraient se dilateraient ou se contracteraient à leur 
insu; cependant le groupe des déplacements, tel qu'ils le concevraient, 
satisferait, aux conditions (I) dans tout l'intérieur de la sphère S (c'est- 
à-dire dans tout l'espace, iuQni pour eux, auquel se rapporteraient leurs 
raisonnements). 

La solution de la question est dés lors tout indiquée. L'énoncé (II) sera 
exact si, parmi tous les groupes qui possèdent les propriétés (I), on réserve 
le nom de groupe des déplaeements h. un groupe satisfaisant h la condition 
exprimée par cet énoncé ; autrement dit, si l'mi définit ce groupe, non plus 
par la proprii!té (I), mais par les proprUlés (I) et (II). 

305. Toutefois, il reste une objection à lever. De même que la définition 
primitive impliquait l'axiome (A), celle que nous proposons actuellement 
n'est possible qu'après résolution de la question suivante : 

Eisiste-t-il un groupe qui satisfasse à la fois aux conditions (I) et (II) î 

La réponse est affirmative. On démontre [en admettant, bien entendu, 
l'axiome (A)], que, parmi les groupes, en nombre intini, qui vérifient les 
premières conditions, il y en a de non-euclidiens (pour lesquels le Postu- 
latum d'Euclide est faux) et il y en a à'eucUdiens (pour lesquels il est vrai). 

Dès lors, toute difficulté est écartée. Le Vostulatum d'Euclide fait partie 
de la définilion des notions fondamentales sur lesquelles repose la géométrie. 

306. Devons-nous dire, en conséquence, qu'il n'y a pas lieu de se 
demander si ce Postulatum est vrai ou faux, qu'une telle question est 
absolument dénuée de sens? 

Nous en aurions le droit, si nous étions libres de définir tout à fait 
arbitrairement les notions de la géométrie. 

Mais il n'en est pas ainsi: ces notions nous sont données par l'expé- 
rience. L'idée de figure invariable nous est suggérée par les figures inva- 
riables dont la nature nous offre l'exemple, à savoir les corps solides en 
présence desquels nous nous trouvons. C'est à l'image de ceux-ci que 
doivent être définies les figures invariables de la géométrie, si l'on veut 
que celle-ci s'applique aux objets réels; et les déplacements géométriques 
devront être aussi analogues que possible aux déplacemeuts que l'on peut 
faire subir à ces corps solides. 

307. On voit donc qu'il existe bien une question du Poslulatum 
d'Euclide : c'est celje de savoir si la définition donnée ci-dessus est en 
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harmonie avec l'expérience; si les propriétés des déplacements naturels, 
des déplacements que nous observons, sont ou non analogues aux 
propriétés d'un groupe euclidien. 

Seulement ce n'est plus là «ti problème proprement mathématique : la 
solution d'une telle question ne relève plus du raisonnement, mais bien 
de l'observation. 

Or, si nous avons été conduits h. développer la conception d'EucIide et 
non celle de Lobatschefski, c'est que précisément nos sens, dans la limite 
oi ils nous renseignent, nous montrent le Postulatum comme sensiblement 
exact. Nous constatons que deux droites parallèles à une même troisième, 
sont parallèles entre elles; nous constatons qu'il existe des figures 
semblables avec des rappoits de similitude quelconques; qu'il existe des 
rectangles, etc. 

308. Mais on peut ne pas se contenter de cette vérification grossière, el 
soumettre la question à un examen plus approfondi. On peut, en parti- 
culier, évaluer, avec toute la précision que comportent nos instruments 
d'optique, les angles d'un Iriangle, pour rechercher si leur somme est égale 
à deux droits. On doit cboisir, à cet effet, un triangle aussi grand que 
possible, puisque c'est dans ces conditions que la discordance entre les 
deux hypothèses est le plus accusée. En opérant ainsi, on constate que 
l'égalité en question est bien vérifiée (ou du moins que l'écart est inférieur 
aux erreurs d'observation). 

Nous sommes donc autorisés à dire que la géométrie qui représente le 
plus fidèlement la réalité, est la géométrie euchdienne ou, du moins, en 
diffère très peu (c'est-à-dire que la constante ft correspondante est très 
grande; ou que, si la géométrie en question est comparable à celle des 
êtres fictifs imaginés par M. Poincaré et qui se meuvent dans une sphère de 
rayon R, ce rayon R est énorme par rapport à toutes les longueurs dont 
nous avons à nous occuper); l'écart est assez faible pour ne pouvoir 
être mis en évidence dans le domaine de nos observations et avec l'aide 
des instruments les plus perfectionnés dont nous disposions. 

En un mot, non seulement nous avons, théoriquement, le droit d'adopter 
la géométrie euclidienne, mais encore cette géométrie est physiquement 
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NOTE C 
SUR LE PROBLÈME DES CERCLES TANGENTS 



309. Ainsi qu'il a été dîl au ii" 236 li meihode indiqnre par Gergonne, 
pour trouver les cercles tangents à Irois ceides donnés, ne s'applique pas 
à tous les cas possibles ; elle ne donne aucun résultat lorsque les trois 
centres sont en ligne droite. Nous avons ajouté que 1 on ferait disparaître 
cet inconvénient en présentant la solution sous une forme telle que les 
propriétés qui y figurent ne changent pas par une inversion quelconque. 
C'est ce que nous proposons de faire actuellement. 

Soieat encore A, B, C les trois cercles donnés. Prenons l'antihomologue b 
d'un point quelconque a du cercle A, par rapporta un centre de simi- 
litude Sjî des cercles A, B ; et l'antihomologue c du point A, par rapport à 
un centre de similitude S,j des cercles A, C. Le cercle a qui passe par les 
points a, b, c, coupe les trois cercles donnés en trois nouveaux points 
a' ,b',e'; il les coupe tous trois soiis le même angle (227), de sorte que les 
points ffl'', &' sont antihomologuBS par rapport au centre de similitude S,,, 
les points a', c' par rapporta. S,,; et que, de plus, les points 6', c'; c', b' sont 
antiliomoIoHues deux à deux par rapport à un centre de similitude S23 des 
cercles B, C. 

En substituant au point a un autre point Qj du cercle A, on obtiendrait 
un autre cercle 1^ analogue à a. Le point S,2 a, par rapport aux cercles 
3, 01, la même puissance (celle de l'inversion qui transforme A en B] ; il 
en est de même pour le point S,j. Donc l'axe radical œj/ clés cercles 1, ctj est 
un axe de similitude des cercles donnés; et il est clair, dès lors, que le 
centre de similitude S^, dont il a été question tout à l'heure, est celui qui 
se trouve, avec les deux premiers, sur ce même axe similitude ('). 

310. Nous voyons ainsi qu'il y a quatre séries de cercles a (correspon- 
dant aux quatre axes de similitude) et que les cercles d'une même série 
ont même axe radical. Inversement, tout cercle qui a, avec deux cercles a, 
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d'une mémo séiie, même axe radical, appartienL à la série (puisqu'il se 
correspond à lui-même dans les deux inversions de, pâles S.^ et S, a) ; de 
sorte que celte série est déterminée par deux de ses cercles, ou par l'axe a:)/ 
et l'un d'eux. On peut, en général, prendre pour ce dernier le cercleCT,,, 
orthogonal aux trois cercles donnés, lequel appartient aux quatre séries 
(227 bis). 

Le lieu des centres des cercles d'une série est la perpendiculaire 
abaissée du centre radical des cercles A, It, C sur un de leurs axes de 
similitude. 

311. Les ceriiles tangents aux cercles donnés appartiennent éyiderament 
aux séries dont nous venons de parler; et, inversement, tout cercle a qui 
est tangent là l'un des cercles donnés est tangent aux deux autres. 
Le problème des cercles tangents est donc ramené au suivant : 
Trouver tm cercle ayant, avec deux cercles donnés a et <s„ même axe 
radkal, it icr.gaU à un 
troisième cercle donné A. 
ifig. 323). 

Or celte dernière ques- 
tion se résout sans diffi- 
culté : si « est le point 
de contact du cercle 
cherclié et du cercle A, 
le cercle passant par ce 
point et coupant à angle 
droit oet a„ sera aussi 
orthogonal au cercle 
cherché et, par suite, à 
A : ce qui le l'era con- 
naître (158, Gonsl. 13). 
Aulremetit dit, il sul'fira 
de mener, par le centre 
radical a des cercles », 
! A, pour obtenir le point de contact 
reconnaîtra que les points ainsi obtenus 
correspondent à des solutions de la question. 

On peut, comme nous l'avons remarqué, remplacer un des cercles i, a, 
par leur axe radical œy, de sorte que la solution du problème des cercles 
tangents devient la suivante : 

Par un point du cercle h. et ses deux antiltomologues, faites passer un cercle a. 
La cm-de commune à eecercle et an cercle A coupe l'axe de simililude œy en 
un point a, par lequel il suffira de mener les tangentes à A ponr obtenir les 
points de contactdece cercle aoee les cercles cherchés. 




o, et A, une tangente au ( 
cherché. Inversement, 



312. Lorsqu'on prend pour a le cercle s,, qui a pour centre le t 
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radical I des trois cercles donnés elles coupe tous trois à angle droil, on 
retombe sur la solution de Gergonne, Les poiiils communs des cercles A 
el 3„ sont en effet les points de contact des tangentes menées de I à A, 
de sorte que ia corde commune des deux cercles est la polaire du point I, 
par rapport à A. Le point a, intersection de celle droite avecaiy, a donc bien 
pour polaire la droite qui joint le point I au pâle de xy. 

On conçoit, dès lore, pourquoi cette solution es I en di^faut lorsque les 
centres des cercles donnés sont en ligne droite C est que le cercle <ju et la 
droite xy coïncident alors lous leu-ï avec h li^ne dis centres. Il suffira, 
d'ailleurs, pour tourner la diFliculte d employai, comme nous l'avons dit, 
un cerale a différent de a<,. 

La méthode actuelle ollre e^nlement sur celle de Gergonne, l'avan- 
tajçe de s'appliquer lorsqu un ou x'^sieius des i,en,les donnés sont 
remplacés par des points lu des droites, en donnant directement les 
points de contact avec l'une i(UPli,onque des droites ceux ci sont situés 
sur une circonférence ajant pjur centte le point d intersection de la 
droite donnée avec l'aïo de similitude œy et coupant à angle droit te 
cercles,: construction qui généiaiise évidemment la constr. 14 (n° 159). 
Celle construction s'applique lois même qu il ne leste plus aucun cercle, 
ce qui n'a pas lieu pour la solution de Gergonne Elle n -ft eu défaut que 
pour le cas où les trois ceicl ù sont rpmplaces par fiois po nls. 



NOTE D 
SUR LA NOTION D'AIRE 



313. Nous avons suivi, dans la IV' livre de cet ouvraf!;e, la marche usitée 
généralement et dans laquelle on admets prioji (243) que l'on peut définir 
les aires des polygones, c'est-à-dire faire correspondre à chaque polygone 
plan un nombre (appelé aire) possédant les propriétés. 

I. Deux polygones égaux ont la même aire, quelles que soient leurs situa- 
tions dans l'espace ; 

II. Le polygoneP" , somme de deux polygones adjacents P, P', ci pour aire la 
somme des aires de P et de P'. 

La possibilité d'une pareille correspondance constitue, dans cette théorie, 
un postulalum. Or ce poslulatum est inutile : le fait en question n'est en 
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aucune façon supposé, mais bien démontré dans la méthode suivante qui 
doit être, pour cette raison, préférée à l'aucienne. 

314. Théorème. — Dans tout triajigle, le produit d'un coté par la hauteur 
^ correspondante est le même, quel que soit le côté 

choisi. 

Soit le triangle ABC [fig. 224), dans lequel 
les hauteurs correspondant auï côtés BC, CA. sont 
respectivement Ail, BK. Les triangles rectangles 
AOH, BCK out l'anglo en C commun : ils sont 
donc semblables et donnent 




~:^^, ou BC.AH^AC.l 



Nous appellerons aire du triangle le produit précédent, multiplié par un 
nombre déterminé k, pris une fois pour toutes et sur le choix duquel nous 
reviendrons tout à l'heure. Celte aire est nulle lorsque le triangle cesse 
d'esisler, à proprement parler, ses trois sommets se trouvant en ligne 
droite ; et alors seulement. 

Les aires de deux triangles qui ont même hauteur sont proportionnelles 
à leurs bases. 

Il est clair que deux triangles égaux ont la même aire. 

315. Considérons, d'autre part, un point quelconque daus le plan d'un 
triangle; eu joignant ce point aux trois sommets, nous formerons trois 
triangles ayant pour hases les différents côtés et pour sommet commun, 
le point 0. L'un quelconque de ses triangles sera dit additif (par exemple, 
le triangle OBO, fig. 238), s'il est du même côté que le triangle donné, par 
rapport à la hase commune; soustractif (par exemple, le triangle OBC. 
fl(j. 229) dans le cas contraire ('). 

Théorème. — Vn point quelcon- 
que étant pris dans le plan d'un 
triangle et joint aux Iroissommets, 
la somme des aires des triangles 
additifs, diminuée de la somme des 
aires des triaiigles soustraetifs {s'il 
en existe], est: égale à l'aire du 
triangle pnmitîf. 

Les côtés du triangle donné 

divisent le plan en sept régions 

intérieure ; trois (2-4, flg. 23S) séparées de la première 
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aies 



r BC) et la troisième 




respectivement par les trois côtés; les trois dernières (5-7) dar 
respectivement opposés par le sommet aux trois 
angles du trianj^le. 

Nons distinguerons dès lors cinq cas : 

1° Le point est sur l'un des côtés. Le point 
étant prissurle côté BC du triangle ABC {/ig. 226), 
il n'y a point de triangle OBC. Quant aux deux ^ 
triangles OAB, OAC, ils ont bien pour somme le 
triangle ABC : car ces trois triangles ont même 
lianteur (la perpendiculaire abaissée du sommet A s 
base BC est la somme des deux pre- 
mières OB, OC. 

2° Le point est sur tm côté 'prolongé. 
Dans le triangle ABC, le point étant 
pris sur le prolongement de BC [fig. 237], 

il n'y a point de triangle OBC, Quant aux --H- 

deux triangles OAB, OAC, ils ont bien ' ^,^^ ^,^ 

pour différence le triangle ABC : car ces 

trois triangles ont même hauteur, et la troisième base BC est la différence 

dos deux premières OB, OC. 

3° Le point est intérieur au triangle {fig. 228). 

Prolongeons la droite OA jusqu'à rencontre eu I avec le c&té BC. I.e 
triauRle ABC est égal (1°) à la somme des triangles 
ABI, A CI, lesquels peuvent eux-mêmes se 
décomposer respectivement en AOB-[-BOI, 
AOC -I- COI. Or les triangles AOB AOC sont les 
deux premiers triangles additifs et les triangles 
BOI, COI donnent, par leur ensemble, le troi- 
sième triangle additif BOC. ^ ' 

4° Le f oint est eietérieurau triangle donné ABC, 
mais dans wii de ses angles A, par exemple [ftg. 230). La droite OA c 
pant BC au point I, la somme des deux 
triangles additiCs AOB, AOC peut êire rempla- 
cée (1°) par la somme des quatre triangles 
AIB,A1G,0IB,0IC. Or, les deux premiers 
ont pour somme ABC, les deux autres 
OBC. On a donc 

AOB + AOC = ABC -L OBC, '"•-^ /_.■■■'''' 

OAB + OAC — OBC = ABC, Fig. 339. 

c'est-à-dire la relation demandée, puisque le triangle OBC est soustractif. 

cens d'un triangle He aoiQinet O de insDiëre qne Isa somnisEs communs 3e suivent dans le 
mfme ordre, on peut encore diro que ce dernier triangle ssra addHifou souslmclif, suif anl qu'il 
aiim 011 Jion même sens de rolaiioit que le triangle donné. 
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H' Le point est dans l'opfosé par le sommet d'un angle du triangle ABC, de 
l'angle A, par exemple [fig. 230). Alors le 
,-; point A est intérieuï au triangle OBC, et 

.,--'/; l'on a (3") 

OBC = ABC + OAB + OAC 
OBC — OAB ^- OAG= ABC, 

ce qui est la relation demandée, puisque le 
Irianyle OBC est additif el les deus autres 
sousiractifs. 
Il polygone quelconque ABCDE [fig. 231) et un 
point quelconque de sou plan. Joignant 
ce point à tous les sommets, nous formerons 
encore les triangles qui ont pour sommet 
commun et pour bases les différents 
/ 1 côtés, et nous considérerons chacun de 

Ei , i^ j_^ lo ces triangles comme additif ou comme 

souslractif, suivant qu'il est ou nou du 
même côté que le polygone ('), par rapport 
à la base commune. 

. Tliéorème. — Soient un polygone, dé- 

composé d'une façon quelconque en un 
nombre queleonquê n de triangles, et un point 
qutkonque du plan que l'on joint à tous les sommets. La différence S entre 
la somme des ait es de triangles additifs de sommet et la somme des aires 
des iruaigks soust) aetifs (ou la première somme, si la seconde n'existe pas) 
est égale t la omme L ries aires ries n triangles en lesquels est décomposé le 
polygone. 

Si le théorème est vrai pour deux polygones adjacents P, P' décomposés 
en triangles, il est vrai pour leur somme P". On peut, en effet, distinguer, 
dans les contours de P et de P', deux parties : les cOtés ou segments de 
côtés [') non communs, lesquels figurent dans P", avec les triangles addi- 
tifs ou soustractifs correspondants ; el les côtés ou segments de côtés com- 
muns. A ceuï-ci correspondent des triangles qui sont additifs pour l'un des 
polygones P, P' s'ils sont soustractifs pour l'autre (puisque les polygones 
P,P' sont sites de part et d'autre de tout côté commun) et qui, par consé- 
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quent, disparaitroûl si l'on fait Ja somme des quantités S relatives à ces 
deux polygones. Cette somme donne donc bienla quantité S formée avec le 
polygone P". Comme, d'autre part, la quantité S relative à P" est évidem- 
ment la somme des deux quantités analogues relatives à P et à P', l'égalité 
de ces deux quantités a bien lieu pour le troisième polygone P", si eûe a 
lieu pour les deux premiers. 

On peut, dès lors, considérer la démonstration comme terminée, car le 
théorème est démontré pour n^ i {il se confond alors avec le théorème 
précédent); et, d'autre part, s'ilest vrai pour une valeur de n, il est vrai 
pour la suivaute {puisqu'un polygone composé de n + 1 triangles est la 
somme d'un triangle unique et d'un polygone composé de n triangles). 

Corollaires. — La quanlité S est indêpendanle du choix du 'point 0, 
puisque la quantité 2 n'en dépend pas. 

De même, la quantité S est indépendante du mode de décomposition du 
polygone en Iriangtes. 

317. Nous appellerons tiire du polygone ia valeur commune des deux 
nombres S et S, 

Betix polygones égaux ont la même aire, puisqu'on peut les décomposer en 
triangles égaux chacun à chacun ; d'autre part, la démonstration précédente 
prouve que, quand deux polygones sont adjacents, le polygone somme a pour 
aire, kt somme des aires des parties. 

En un mot, les aires aitisi définies possèdent les propriétés I et II, 

318. Il en résulte qu'il est impossible de décomposer un polygone en parties 
qui, autrement assemblées {de manière à être mcoj-e adjacentes les unes aux 
autres), forment un polygone intérieur au premier. 

Car ce polygone aurait nécessairement même aire que le premier. 
Cetteproposilionn'est nullement démontrée parla théorie donnée dans le 
teste, puisque l'existence des aires constitue, en cet endroit, un postulatum. 

319. Nous ne nous sommes pas occupés, jusqu'ici, du choix du nombre k. 
Il est clair que le changement de ce nombre revient à remplacer toutes 
les aires par des aires proportionnelles. Nous avons déjà remarqué (2W} 
que cette substitution n'altère pas les deux propriétés fondamentales. 

Nous allons déterminer S de manière que le carré construit sur l'unité 
de longueur ait une aire égale à l'unité. Or, ce carré se compose de deux 
triaugles dont chacun a, tant pour base que pour hauteur, l'unité de lon- 
gueur. Son aire est donc 2ft, de sorte que nous prendrons ft= -; tout 

triangle aura alors pour aire le demi-produit de sa base par sa hauteur. 
Les aires ainsi déterminées co'incident, dans ces conditions, avec celles que 
nous avons appris à calculer dans le texte ('). 

(1) Les raisaanements âamiâB dans te tesie prouvant que la détermtnaUon des aires, telle 
que noua l'avons donaée, est la seula qui possède les propriéléa ptécédentea. tout en aa«s- 
foisant à la condilion que le carré coostruil sur l'uuUé de looguenr ait l'unité pour aire. 
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343. A, B, C, D étant quatre points d'une circonférence (se suivant dans l'ordre oii 
ils viennent d'êlre énuméréa) on prend les milieux a, 4, e, d des arcs AB, BC, CD, 
DA. Montrer que les droites ac, bd sont perpendiculaires. 

344. Sur les côtés BC,CA, AB d'un triangle on prend trois poinls arbitraires 
D, E, F et l'on trace les circonférences AEF, BFD, CDE. Démontrer : 

l" Que ces trais circonférences concourent en un mSme point ; 

a* Que si l'on joint un point quelconque P du plan aux sommets A, B, C du trian- 
gle, les nouveaux points o, b, c où ces droites PA, PB, PC coupent respectivement les 
circonférences précédentes sont sur une même circonférence passant par et P. 

345. Sur chaque côté d'un quadrilatère in script il) le, comme corde, on décrit un 
segment de cercle quelconque. Les quatre nouveau! poinls où chacune des circonfé- 
rences ainsi tracées rencontre la suivante sont aussi les sommets d'un quadrilatère 
inscriptihle. 

316. Étant donné un pentagone quelconque, on circonscrit une circonférence k 
chacun des triangles formés par trois eûtes consécutifs (prolongés s'il y a lieu). 
Montrer que les cinq poinls (autres que les sommets du pentagone} où chacune de 
ces circonférences renci)nlre la suivante sont sur un même oercie. [Ex. 106.) 

347. Sur le prolongement d'un diamètre fixe d'un cercle 0, on prend un point 
variable M, par lequel on mène une tangente au cercle. Lieu du point P pris sur 
cette tangente de manière que PM=MO (n°9a). 

348. D'un point M pris dans le plan d'nn reclangie, on abaisse des perpendi- 
culaires sur les côtés, la première perpendiculaire renconli-ant deux côtés opposés 
en P, Q, la seconde rencontrant les deux autres côtés en S, S. 

1° Quel que soit le point M, l'intersectioo H de PR et de QS esl sur une droite 
Use, l'intersection K de PS et QR sur une autre droite fixe, 
a» L'angle UMK a sa bissocirice parallèle à un des eûtes dii rectangle; 



(I) Lea «xercices 349, 350, 353, 384, âSi, 3S6. 331, 393, 394, 400, 404, 413 sont tiréa de oompo- 
sitioDs données au CoDConi's général des lycées et collèges ; les exeioices 309, 37i, 39^. 406, 
409, m, W, de composîtiona données eu conconra de l'Agrégation des sciences matliénia- 
liques. Nous ne nous sommes d'ailleurs pas cru obligés de reproduire exactement les énoncés 
tels qu'Ile ont Été proposés ; nous avons dû, en psvtioulier, y apporter ua certain nombre de 
modifications pour les mettre en hannouie avec les c.iercicea proposés dans le courant do 
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3" Trouver le point M, connaissant les points H et K; 

4' Ce dernier problème a deuï solutions. Montrer que la circonférence qui a pour 
points diamétralement opposés les deux point? M, M' qui répondent à la question 
coupe ortiiogonalement le cercle circonscrit au rectangle ; 

5' Lieu du point M tel que PR soit perpendiculaire à QS. 

349. On donne deux triangles égaux ABC, alic. Trouver le lieu d'un point tel 
que, en faisant tourner le premier triangle autour de ce point jusqu'à, ce que le côté 
AB prenne une position a'b' parallèle à oc, ta nouvelle position tf du point B soit 
sur la droite OC. Trouver aussi, dans ces conditions, les lieux décrits par les points 



350. Soient A', B', C les symétriques du point de reooontre des hauteurs d'un 
triangle ABC par rapport aux trois côtés BC, CA, AB. Soient encore M, N les points 
où la droite B'C coupe respectivement AC, AB ; P, Q les points où la droite C A' 
coupelesc6tésBA,BC; R, S les points où la droite A'B' coupe CB,CA. Montrer 
que les droites MQ, NR, PS concourent en un même point. 

(Ce point n'est autre que le point de rencontre des hauteurs du triangle ABC.) 

35!. Inscrire dans une circonférence donnée un ti-apèze dont on connaît la hau- 
teui', ainsi que la somme ou la différence des bases. 

353. Soient AB un diamètre d'une circonférence, GMD une circonférence de centre 
A, qui coupe la première en C, D et dont M est un point quelconque ; N, P, Q les 
poinis où les droites BM, CM, DM coupent respectivement la première circonférence : 

1° MPBQ est un parallélogramme ; 

2' MN est moyen proportionnel entre NG et ND. 

353. On donne un triangle isoscète OAB(OA— OB). Du sommet comme centre, 
on décrit une circonférence de rayon variable à laquelle on mène, des points A et B 
respectivement, deux tangentes |qui ne se coupent pas sur la hauteur du triangle. 

1° Lieu du point d'intersection M de ces deux droites. 

2' Montrer que le produit MA. MB est égal à la différence des carrés de OM et 
deOA; 

3° Trouver le lieu du point 1, extrémité d'une longueur ogalo à MA, prise à partir 
du point M sur MB. 

351. Sur la base BC d'un triangle donné quelconque ABC, on prend un point quel- 
conque D, et l'on circonscrit, aux deux triangles ABD, AGD, deux circonférences 
dont les centres sont 0, 0'. 

1* Montrer que le rapport des rayons de ces circonférences est constant ; 
2' Déterminer la position que doit occuper le point D pour que ces rayons soient 
le plus petits possible ; 
3" Montrer que le triangle AOO' est semblable au triangle ABC ; 
i° Trouver le lieu du point M qui partage la droite 00' dans un rapport donné ; 
is où ce point est la projection du sommet A sur 00'. 

d'un point commun à deux circonférences, on fait pivoter un angle 
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de grapdeiir constante, dont les côtés coupent respective m enl les cii'conféveuces ea 
M, M'. Lieu du point qui divise MM' dans un rapport donné. — Plus généralement, 
lieu du sommet d'un triangle semblable à un triangle donné, construit sur MM' 

356. Si cinq droites A,B,C,D,E sont telles que deuï d'entre elles, A,B,p.ir 
exemple, sont divisées proportionnellement par les trois autres, deux quelconques 
d'entre elles sont divisées proportionnellement parles trois autres, [La démonstra- 
tion doit distinguer deux cas, suivant que, parmi les deux nouvelles droites aux- 
quelles on se propose de l'appliquer, se trouve ou non l'une des deux anciennes.) 

357. Soient a, b, c les côtés d'un triangle ; x,y,z les dislances d'un point du plan 

abc 
k ces côtés. Si ce point est sur le cercle circonscrit, l'un des rapports -, -, — est 

égal à la somme des deux autres. — Réciproque. 

358. C étant un point pris sur un segment de droite AB, trouver le lieu des points 
communs à une circonférence variable passant par A, B et à la droite qui joint le 
point C au point de concours des tangentes menées en A, B à cette circonférence. 

359. Parmi tous les triangles inscrits dans un triangle donné, quel est celui qui 
a le périmètre minimum ? 

360. Inscrire, dans un quadrilatère donné ABCD, un quadrilatère MNPQ de péri- 
mètre minimum. Montrer que le problème n'a pas de solutions proprement dites 
(c'es^à.-di^e qui soient de véritables quadrilatères) en dehors du cas où le quadrila- 
tère donné est inscriplible. 

Mais si le quadiilatère ABCD est inscriptible, il existe une infinité de quadrila- 
tères MNPQ ayant tous le même périmètre, plus petit que celui de tout autre quadri- 
latère inscrit à ABCD. Ce périmètre est une quatrième proportionnelle au ravon du 
cercle ABCD et auï diagonales AC, BD. 

Quelle condition doit, en outre, remplir le quadrilatère ABCD pour que les diffé- 
rents quadrilatères MNPQ ainsi trouvés soient eux-mêmes in scripti blés î Trouver, 
dans ce cas. le lieu des centres des cercles qui leur sont circonscrits. 

361. Les rayons des cercles circonscrits (ei. 66) aux quadrilatères formés, l'un par 
les îJîssectrices des anglesd'un quadrilatère déterminé, l'autre par les bissectrices 
de ses angles extérieurs, sont entre eux dans le rapport — — , . (a.&iC.rf 
étant les quatre côtés du quadrilatère donné, pris dans leur ordre naturel). 

36Î. On proîonge, jusqu'à leur rencontre en E, F, les côtés opposés d'un quadri- 
latère inscriptible, et on mène les bissectrices des angles ainsi obtenus. 
Montrer : 

1° Que ces droites se coupent sur 
du quaiîrilalére donné, et divisent < 
diagonales ; 

a* Qu'elles sont aussi les bissectrices des iingles sous lesquels on voit ce segment 
des deux points E,F; 

3° Qu'elles coupent les côlés de ce quadrilatère csn quatre points (autres que El, F) 
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qui sonl les sommels d'un losange. Les côtés de ce los 
diagonales du quadrilatère donné; leur longueur est un 
iielle à ces diagonales et à leur somme; 

i' Donner des énoncés analogues pour les bissectrices des angles formés par deux 
côtés opposés prolongés, l'un jusqu'au point de rencontre, l'autre au delà (lu point 



5° Montrer que la troisième diagonale EF d'un quadrilatère inscriptible est â la 
droite qui joint les milieux des deux premières comme le double produit de celles-ci 
est à la différence de leurs carrés. Calculer cette troisième diagonale, connaissant 
les côtés du quadrilatère. 

3iî3. Montrer que le point obtenu dans l'exercice 105, lorsqu'il est intérieur au 
triangle, est tel que la somme de ses dislances aux trois sommets soit la plus 
petite possible. (Es. 369.) — Évaluer cette somme (son carré est égal à la demi- 
somme des carrés des trois côtés,' augmentée du produit de la surface par S\^ 

Qu'arri\e-t-il si le point en question est exlérieuv au triangle? 

{Cette circonstance se produit lorsqu'undesangles de celui-ci, A par exemple, est 
plus grand que 130°. Le théorème de Ptolémée donne le rapport de la somme 
AB+ AC au segment AI intercepté par le cercle circonscrit sur la bissectrice de 
l'angle A, rapport qui est alors inférieur à I. En appliquant de même le théorème 
n- 238 au quadrilatère AMBl.on verra que la somme MA + MB -j-MC est minimum 
quand le point M est en A.) 

361, Plus généralement, trouver un point tel que ses distances aux trois sommets 
d'un triangle donné ABC, multipliées respectivement par trois nombres positifs 
donnés, donnent une somme minimum. — On suppose qu'avec trois longueurs pro- 
portionnelles aux nombi'es donnés, on peut former un triangle. 

(Soient T ce triangle; «,p,T ses angles. On fem en A, avec les côtés AB,AC 
respectivement, deux angles BAC^CAB' égaux à a; en B, avec les eûtes BC,BA, 
deux angles CBA', ABC égaux à p ; en C, avec les c6tés CA, CD, deux angles ACB', 
BCA' égaux à y : le tout extérieui-ement au triangle ABC. Les droites AA'.BB', CC' 
se coupent en un même point 0, qui est le point cherché s'il est intérieur au 
triangle donné- ■— Dans le cas contraire, et aussi dans le cas où les trois nombres 
donnés ne sont pas propoi'tionnels aux côtés d'un triangle, le minimum a lieu en 
un sommet du triangle ABC) 

365. On divise chaque côté d'un triangle en segments proportionnels aux carrés 
des côtés adjacents et on joint le point de division au sommet correspondant. 

Montrer ; 

1° Que les droites ainsi obtenues concourent en un même point; 

2' Que ce point est celui que l'on obtiendrait dans l'exercice 197, en pi'enant pour 
le point le centre de gravité du triangle ; 

3° Que ce point est le centre de gravité du triangle PQH formé par ses projections 
sur les côtés du triangle primitif. 

366. Inscrire, dans un triangle donné, un triangle tel que la somme des carrés 
de ses côtés soit minimum. [On admettra que le minimum existe et on montrera 
qu'il ne peut avoir lieu que pour le triangle PQlt de l'exercice précédent.) 

On en conclura que le point 0', étudiÉ dans l'exercice pi'écédent, est celui 
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dont la sommfi des carrés des distances aux trois côtés est ia plus petite (ex. 137, 
140). 

Plus généi-alemeni, inscrire dans un triangle donné un triangle tel que les cai-rés 
de ses côtés, multipliés respectivement par des nombres donnés, donnent la plus 
petite somme possible. 

361, Inscrire, dans une circonférence donnée, un triangle tel que la somme des 
carrés de ses côtés, multipliés respectivement par des nombres donnés, soit la plus 
grande possible. 

368, La condition nécessaire et suffisante pour que le problème qui fait l'olijet de 
l'exercice 1S7 (point dont les distances aux trois sommets d'un triangle ABC soient 
proportionnelles à trois nombres donnés m, n,p) ait une solution, est que l'on puisse 
construire un triangle dont les cOtés soient mesurés respectivement par les quan- 
tités m, BC, n. CA, p, AB, 

369. Des sommets A, H, G d'un triangle aux côtés opposés, soient menées trois 
droites AD, BE, CF égales entre elles. Si, par un point quelconque intérieur au 
triangle, on mène des parallèles à ces droites, jusqu'à rencontre avec les côtés 
correspondants, la somme des segments ainsi interceptés sur ces parallèles à partir 
du point est constante, quel que soit ce point, 

370. Lorsque trois droites passent par un même point, il eiisle toujours des nom- 
bres tels que la distance d'un point quelconque du plana l'une d'elles soit égale à la 
somme ou à la différence des distances du même point auï deux autres, multipliées 
par ces nombres. — Bendre le résultat entièrement indépendant de la position du 
point par une convention convenable de signes, 

InTci'Sement, la somme ou la différence des distances d'un point quelconque M du 
plan à deuï droites fixes, multipliées respectivement par des nombres donnés, est 
proportionnelle à la distance du point M à une certaine droite fixe, passant par le 
point d'intersection des premières, 

371, Trouver le lieu des points tels que la somma de leni-s distances à n droites 
données, prises avec des signes convenables et multipliées par des nombres donnés 
quelconques, soit constante ; ou, en d'auti'es termes, le lieu des points tels que les 
aires des triangles qui ont pour sommet un li'euK et pour base n segments donnés 
aient une somme algébrique constante. (L'exercice précédent donne le moyen de 
résoudre le problème pour une valeur de n, si on sait le résoudre pour la valeur 
précédente.) 

Conclure de là que les milieux des trois diagonales d'un quadrilatère complet 
sont en ligne droite. 

371 bis. Les trois cercles qui ont pour diamètres les diagonales d'un quadrilatère 
complet ont même axe radical. — - Cet ase radical passe par les points de rencontre 
des hauteurs des quatre triangles que forment les côtés du quadrilatère, pris trois 

37a. Les côtés opposés et les diagonales d'un quadrilatère quelconque forment 
trois angles tels que les polaii-es d'un point quelconque du plan par rapport à 
chacun d'eux sont concourantes. (Transformer par polaires réciproques, en prenant 
le point comme centre du cercle directeur.) 
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Ces mêmes droites infcrcoptenl sur une transversale quelconque 
tels que le segment qui divise harmonique ment d'eux d'entre euï i 



Trois segments jouissant de cette propriété sont dits en inmltiHon. 

W3. La droite de Simson (ex. 13) qui joint les pieds des perpendiculaires abaissées 
sur les trois côtés d'un triangle, d'un point P pris sur le cerele circonscrit, divise en 
deux parties égales la droite qui joint ce poiaf au point de concours H des liauteurs 
du triangle. 

(On démontrera, en utilisant l'exercice 70, que les symétriques du point P par 
rapport aux trois côtés sont sur une même droite passant par H.) 

Déduire de là et de l'exercice 106 que les points de concours des hauteurs des 
quatre triangles que forment quatre droites prises trois à trois sont en ligne droite. 

371. Le point de concours M des droites de ijimson relatives à un triangle ABC 
inscrit dans un cercle S et à, deux poinls P, P' de ce cercle décrit un cercle S' 
lorsque le point C décrit le cercle S {les points A, B, P, P' restant fixes). 

Trouver le lieu du centre du cercle S' lorsque les poinls A,B restent fixes pendant 
que les points P, F se déplacent sur le cercle S en restant à une distance constante 

Trouver aussi le lieu décrit par le point M lorsque (A,B, C restant fixes] les 
points P et F varient en restant diamétralement opposés l'un à l'autre. 

375. Quel est le li 
dont le point de cor 

37fl. On transforme le cercle des neuf points {ex. 101) d'un triangle par l'inversion 
qui a pour pôle le milieu d'un côté el pour puissance la puissance du pôle par 
rapport au cercle inscrit, ou, ce qui revient au même (ex. 90 bis), au cercle ex-inscrit 
correspondant au côté cboisi. Montrer que la droite transformée n'est autre que la 
tangente commune à ces deux derniers ceitles (autre que les côtés du triangle). 

Il résulte lie là que le cercle des neuf points est tangent au cercle inscrit et aux 



iP = 11^-2 Ih: 

(Utiliser ex. 103 et n" 128.) 

Réciproquement, si entre les rayons de deux cercles et la distance de leurs 
centres existe la relation précédente, on peut inscrire à l'un une infinité de triangles 
circonscrits à l'antre. 

Obtenir des résultats analogues en remplaçant le cercle inscrit par un cercle 

378. Dans tout triangle ABC : 

1* La droite qui joint la projection du sommet B sur la bissectrice de l'angle G à la 
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projection i3u sommet C sur la bissectrice de l'angle B n'est atitre que la corde qui 
joint les points de contact E, F (fig. 91, es. 90 bis] du cercle inscrit avec les cfités 
AC, AB ; 

S' La droite qui joiaf la projection du sommet B sur la bissectrice de l'angle C a 
la projection du sommet C sur la bissectiice de l'angle extérieur en B n'est antre 
que la corde de contact Ej Fs du cercle ex-inscrit de l'angle C avec les mêmes c6tés ; 

3" La droite qui joint la projention du sommet B sur la bissectiice de l'angle 
extérieur enCà la projection du sommet C sur labissectricede l'angle extérieur en B 

n'est autre que la corde de contact EjF, du cercle ex-inscrit dans l'angle A avec ces 
mêmes eûtes ; 

4° Les projectionsdupointA sur les bissectrices des angles intérieurs et extérieurs 
eu B et sur les t>issectrices des angles intérieurs et extérieurs en C sont sur une 
même parallèle à BC, à des distances successives égales à p — c, p — a, p — 6 ; 

5* En ptojelant le sommet de chacun des ailles A, B, C du triangle sur les 
biïsectnces des angles extérieurs non adjacents, on a six points qui appartiennent à 
une même circonférence (revient à l'exercice 102). Cette circonférence coupe ortho- 
gonalement les cercles ei-inscrits au triangle donné. Son centre est celui du cercle 
insent au tiiangle A'B'C qui a pour sommets les milieux des eûtes de ABC; son 
rayOD, ég<tl à l'hypoténuse du triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit !e 
lajon de ce cercle inscrit et le demi-périmèlre du triangle A'B'C. — 11 existe trois 
autres circonférences analogues, dont chacune passe par deux projections sur bissec- 
trices extérieures et quatre projections sur bissectrices intérieures, 

379. On joint entre eux les points de contact de chacun des cercles ex-inscrits au 
triai^le ABC avec les côtés de l'angle dans lequel ce cercle est ex-inscrit. Montrer 
que les trois cordes de jonction forment un triangle dont les sommets sont respecti- 
vement sur les hauteurs du premier, et dont le cercle circonscrit a pour centre le 
point de concours de ces hauteurs. 

380. Connaissant le point homologue à lui-même (n' 150 bis) dans deux figures 
semblables et de même sens F, F', ainsi qu'un triangle T semblable à celui que forme 
ce point avec deux points homologues quelconques (même numéro) ; connaissant 
de même le point 0' homologue à lui-même dans les ligures semblables et de 
même sens F', F" ainsi qu'un triangle T semblable à celui que forme 0' avec deux 
points homologues quelconques de ces deux dernières figures : construire le point 
homologue Ù, lui-même dans les figures F, F" et un triangle semblable à celui que 
forme ce point avec deux points homologues quelconques des figures F, F". 

381. Construire un polygone, connaissaat les sommets de triangles ayant pour 
bases ses différents côtés et respectivement semblables à des triangles donnés. 

(L'exercice précédent permet de réduire le problème relatif à un polygone d'un 
nombre déterminé de côtés à celui qui est relatif è un polygone ayant un côté de 
moins; et on peut opérer ainsi jusqu'à, ce qu'on n'ait plus que deux sommets k 
déterminer). 

Dans quels cas le problème est-il impossible ou Indéterminé ? 

383. Soient ABC un triangle ; 0, a, b, c quatre points quelconques. Sur BC comme 
base, on construit un triangle BC.\' semblable au triangle icO, avec le même sens de 
rotation (B,C étant respectivement homologues à *,c); sur GA comme liase, un 
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iriaDgle CAB' semblable à caO; sur AB comme base un triangle ABC semblable à, 
«60. Monlrer que le triangle A'B'C est semblable, avec inversion dans le sens de 
rotation, à celui qi» ai pour sommets les inverses des points a, è, c par rapport à 
pris comme pôle. 

3S3. Sur deux segments de droites donnés, on décrit deux segments de cercle 
capables d'un même angle quelconque V. Montrer que, lorsque V varie, l'ase 
radical des deux circonférences ainsi tracées tourne autour d'un point fl^e ; les 
triangles formés en ;oignanlce point auxeïtrémit^s de chacua des segmente donnés 
sont équivalents et ont même angle en leur sommet eosnmun. 

S81. Un quadrilatère ABCD est tel que deux eûtes adjacents AD,AB sont égaux 
ainsi que les deux autres cOtés CB, CD. Prouver que ce (luadrilalére est circonscrip- 
lilile à deux cercles. Trouver les lieux décrits par les centres de ces cercles lorsque 
le quadrilatère est articiilé(<), un des côtés restant fixe. 

38â- Plus généralement, un quadrilatère ABCD, cii-conscriptible à un cercle, est 
articulé, le cûté AB restant flxe ; dans ces conditions, il reste circonscriplible [ei. 87). 
Trouver le lieu du centre du cercle inscrit. 

(En supposant, pour fixer les idées, ce cercle intérieur au polygone, on portera sur 
AB les longueurs AE=AD, BF=BC et en tenant compte de l'exercice 89, on sera 
ramenéà l'exercice SÛT.) 

383. Étant donnés quatre points A, B, C, D sur un même cercle, on prend un point 
quelconque P dans le plan et on décrit les circonférences PAB, PCD qui se coupent 
en un second point Q. Trouver le lieu du point Q lorsque le point P déci'it une 
droite ou un cercle. Trouver le lieu sur lequel doit se trouver le point P pour qu'il 
coïncide avec le point Q. 

387. On joint les sommets A, B, G, D d'un carré à un point quelconque P du plan ; 
les droites ainsi tracées coupent le cercle circonscrit au carré en quatre nouveaux 
points A', B'iC.D'. Montrer que, dans le quadrilatère A'B'C'D', les produits des 
côtés opposés sont égaux: A'B'xC'D'=A'D'xB'C'. 

Inversement, A'B'C'D' étant un quadrilatère inscrit dans lequel les produits des 
côtés opposés sont égaux, trouver un point P tel que les droites PA', PB', PC', PD' 

(Cette question est un cas particulier de l'exercice 970 bU, 5' ; toutefois le pro- 
blème admet ici deux solutions, tandis qu'il n'y en a qu'une dans le cas général. On 
indiquera la raison de cette différence). 

388. Plus génémlement, trouver une inversion telle que les sommets d'un quadri- 
latère inscrit donné A'B'C'D' deviennent les sommets d'un rectangle. 

Montrer que les pfiles d'inveraion sont les points limites (ex. 153) du cercle 
circonscrit et de la troisième diagonale du quadrilatère A'B'C'iy, 

389. Plus généralement encore, transformer par inversion quatre points donnés en 
les quatre sommets d'un parallélogramme. 

390. Étant donnés deux cercles et un point A, trouver une inversion telle que 
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t un centre de similitude des transformés des cercles 



391. On joint un point Tariable.M d'une circonférence à deus points flxea A, B; 
soient P, Q ies points où les droites de jonction coupent à nouveau )a circonférence, 
B le second point d'intersection de cette mfime courbe avec la parallèle menée par le 
point? à ÂB. Montrer que la droite QR coupe AB en un points tlxe. 

Déduire de là le moyen d'inscrire dans un cercle donné un triangle liont lieux 
efités passent par des points donnés, le troisième étant parallèle à une direction 
donnée ; ou dont les trois câtâs passent par des points donnés. (Ces deuï questions 
se ramènent l'une à l'autre et à l'exercice 115). — Problème analogue pour un 
polygone d'un nombre quelcoftque de eûtes. (Une autre méthode est proposée dans 



.W3. On décrit deux cercles variables tangents à une même droite, respectivement 
en deux points fixes A,B de cette droite et, de plus, tangents entre eux. Ces deux 
cercles ont une dernière tangente commune A'B'. Prouvei' que le cercle de diamètre 
A'B' est tangent à un cerele flxè, et trouver le lieu du milieu de A'B'. 

391. Deux cercles variables C.C, sont tangents à une ctrcontêrencc donnée en 
deux points donnés A, B et, de plus, tangents entre eux en un point M : 

1" Lieu de ce point; 

2° I.ieu du second centre de similitude N des cercles C, C, ; 

3° A chaque point N du lieu précédent i^orj-espondent deux couples de cercles 
C, C, ; C, C, saiisfiilsant aux conditions indiquées et, par conséquent, deux points de 
contact M, M'. 

Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle NIIM', lieu du centre du cercle 
inscrit à ce même triangie et lieu du point de concours de ses hauteurs. Tout point 
commun à deux de ces lieux appartient au troisième, 

395. Étant données deux circonférences sécantes C, C, on circonscrit un cercle au 
triangle qui a pour sommets un point d'intersection A et les points de contact P, F 
d'une des tangentes communes. Montrer que l'angle sous lequel on voit la droite 
PP" du centre de ce cercle est égal à, l'angle des deux circonférences C, G' et que 
le rayon de ce cerele est moyen proportionnel entre les rayons de ces deux 
circonférences {ce qui entraîne la proposition énoncée à l'exercice 962,3"). Le rapport 
AP 



AP' 



it la ■a ne Cl rrée du rapport de ces mêmes rayons. 



396 Quelles co dit ons nécessaires et suffisantes doivent remplir quatre cercles 
A,B,C D po r q on puisse transformer, par inversion, la figure formée par les 
deux premers e une figure égale à celle que forment ies deux seconds? (En 

omplg an os uoution n oduiloa dsns )i Dote A, ii" 289,294 ; qnda sont Iob invari^aU do la 

1° Si les cercles A, B ont un point commun, il faut et il suffit que l'angle de ces 
deux cercles soit égal à celui des cereles C,D; ou, ce qui revient au même 
[ex- précédent), que le rapport de la tangente commune à la moyenne proportionnelle 
des rayons ait la même valeur dans les deux cas ; 
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2" Si les cercles A, B sont sans point commun, il faut et il suffit que le rapport des 
rayons des cercles concentriques en lesquels on peut les transformer par une mSme 
inversion (ex. 248) soit égal au rapport des rayons des cercles concentriques en 
lesquels on peut transformer les cercles C, D par une même inversion (en général 

distincte de la première). (Eh employant les locutions de U noie A, il Cuit et il suffit que les 
deni flgufes (A,B) et (C, D) aient même foi-me réduite psr l'intersion,} 

Le résultat peut encore s'exprimer ainsi :1e rapport anhavmo nique (n° 212) des 
points d'interseclion de deux cercles A,B avec l'un quelconque de leurs cercles 
orthogonaux communs est constant, et il en est de même du rapport anharmonique 
do deux de ces points et des points limites. La condition cherchée est que ce rapport 
anliarmonique ait la même valeur pour les cercles C ; D que pour les cercles A, B. 

Enfln, ai r, i' sont les deux rayons des cercles A, Bl d la dislance de leurs centres, 

la quantité -p doit avoir la même valeur que la quantité analogue calculée 

à l'aide des cercles C, D. 

397. On donne deux points A, A' et deux droites D, D' parallèles à AA' et à égale 
dislance de celle droite. 

1» Prouver qu'à tout point P pris sur la droite D correspond un point P' situé sur 
D' et tel que la di-oite PP' soit tangente aux deux cercles PAA', P'AA' ; 
2" Prouver que le produitdes distances des points A, A' à, la droite PP' est constant: 
3" Trouver le lieu de la projection du point A sur PP'; 
4* Trouver le point P tel que ia droite PF passe par on point donné Q ; 
5° Prouver que l'angle des cercles PAA', P'AA' et l'angle PAP' sont constants. 

398. Soient AB un diamètre d'une cireonférence G, D une pei'peiidiculaire à ce 
diamètre (laquelle est sû^iposée couper C); e, c' les circonférences qui ont pour 
diamètres i-espectifs les segments en lesquels D divise AB. On trace une circonférence 
tangente à C,c,D et une circonférence tangente à C,c',D. Montrer que ces deux 
dernières circonférences sont égales : leur rayon commun est une quatrième 
proportionnelle aux rayons des circonférences G, c, ti. 

399. Soient A, B deux cercles tangents entre eux ; C un cercle langent aux deux 
premiers; Ci, un cercle tangent à A,B, G; Gi, un cercle langent k A, B, Ci; Cj, un 
cercle tangent à A,B, C^, etc.; Cn, un cercle tangent à A, B, Gn— !. On considère la 
distance du centre de l'un quelconque des cercles G, Cj, Gi,..., Cn à la ligne des 
centres des circonférences A, B, et le rapport de cette distance au diamètre do cercle 
correspondant. Prouver que ce rapport varie d'une unité lorsque l'on passe d'un de 
cercles au suivant, du moins tant qu'ils sont tangents entre eux extérieurement (ce 
qui arrivera toujours si les cercles A, B se touchent intérieurement), — Montrer 
comment l'énoncé doit être modifié lorsque le contact de deux cercles successifs 
Co-i, Cu devient intérieur. 



400. A,B,G étant les cercles qui ont pour centres respectifs l 
triangle et qui se touchent deux à deux extérieurement (ex. 91), on trace la circon- 
férence qui touche A, B, C eïlérieurement et la circonférence qui est touchée inté- 
rieurement par ces mêmes cercles. Calculer les rayons de ces deux circonférences, 
connaissant les eûtes a, b, e du triangle (ex. précéd., ex. 301). 

iOl. Étant donnés trois cercles de centre A, B, C et de rayons a. A, c, soient H le 
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centre ratlical de trois corclos concentriques aux pcemièreB et de ['ayons n + /i, 
i+/i, e + h; Nie point pris sur AH de manière que r^= -— y. Monirerque, lors- 
que A varie, les points H et N décrivent deux droites, dont la première passe par les 
centres des circonférences tangentes (avec contact de même espèce] aux cercles 
donnés et la seconde par les points de contact de ces circonférences avec le 
cercle A. ■ 

Donner un énoncé analogue permettant rie trouver les circonférences qui ont avec 
A, B, C des contacts d'espèces différentes. 

402. Trouver un cercle qui coupe quilii, cirUes donnes sou*; de in^jles egauï 

4.03. Trouver un cercle qui coupe trois iircoifHieni.e'i donn^ts scus des angles 
donnés. 

(On connaît (ex. a58| l'angle sous lequel le ceide ciiei che coui e un quelconque 
des cercles qui ont, avec les circonférences données même centie ladical Paimi 
ceux-ci, on en déterminera (n* 311, note C) trois pour lesquels cet int.le soit nul 
de manière à, être ramené au problème des cercles tangents ou encore C) on ph 
déterminera deux pour lesquels cet angle faoït droit de minn-it, a êtie riment i 
rex. 359). 

403 Us. Étant donnés trois cercles, ei trou\ei un quatiième qui ait avec les 
trois premiers des tangentes communes de longutuis données 

(Ce problème se ramène au précédent en menint pii le po ni de contact de 
chacune des tangentes communes en lueition un i^rcle concentrique au cercle 
donné correspondant), 

404. On donne un cercle, deux points A, A sui ce cercle et une dioile D. Montrer 
qu'il existe sur celle-ci deux points 1, 1'' tels, que si P, P' désignent les intersections 
de D avec les droites qui joignent les points A, A' à un point quelconque M du cercle, 
le produit IP. l'P' soit constant, c'est-à-dire indépendant de la position du point M. 



405. Les notations étant les mSmes que dans l'exercice précédent, si la droite D 
ne coupe pas le cercle, il existe, de part et d'autre de cette droite, deux points de 
chacun desquels on voit le segment PP' sous un angle constant (e.v. 278). 

400. On donne deux cercles S et 2 sans point commun, de centres O, m, de rayons 
R, p ; et on considère les cercles C qui sont langentsà S et orthogonaux à S : 

1° Prouver que tous ces cercles sont tangents à un second cercle fixe ; 

S* M, M' étant les points d'intersection des cerclas C, S, on mène, par un point fixe 
A pris sur Om, des parallèles aux bissectrices des angles OmM, OoiM', jusqu'à 
rencontre en P, P' avec une droite fixe D perpendiculaire à Ow. Prouver qu'il existe 
deux points tels que les droites qui les joignent respectivement aux points P, P' soient 
toujoui-s l'cctangul aires eolre elles ; 



ir.tnall», mèrne dans des cas oh celle-ci ndinei une solulion ; ou mouti'erc qui 
lOl peut tonjoure être évité par une combinaison convenable daa deux méthocies 
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